Dottorato di Ingegneria dei Materiali Note matematiche

Alcune definizioni e risultati di teoria della probabilita e teoria statistica

1. Definizione. Variabili gaussiane (o normali)

Una variabile casuale continua x € R si dice gaussiana o normale se la sua distribuzione
di probabilita e della forma:

1 2 2
_ —(z—p)</20
plz) = e reR
() Vamo 7
con i e o > 0 costanti reali arbitrarie. La prima di tali costanti e identificabile con il valor
medio della variabile casuale:
“+o00

+oo
1 2 2
uw = E(x) = /p(:c):cd:c = / e~ @207 g

V2T o

—00
2

mentre o“ coincide con la varianza — e quindi ¢ con la deviazione standard corrispondente:
+o0 +oo 1
7 = Blw =) = [ paa-pPde = [ e e e
— 00 —00

La variabile gaussiana si dice standard se a media nulla e varianza unitaria; in tal caso
la distribuzione di probabilita si riduce all’espressione:

1 e_x2/2 .

2. Definizione. Variabili gaussiane (o normali) multivariate

Le variabili casuali
n
(w17w27~"7$n) =z€R

costituiscono un insieme di n variabili gaussiane multivariate se la loro distribuzione di
probabilita congiunta e data dall’espressione

1/2 1 T

p(z) = p(x1,22,...,25) = éﬁwe_i@_ﬂ) Az — p) (2.1)
essendo A una matrice n X n reale simmetrica definita positiva, |A| > 0 il suo determinante
e € R™ un vettore arbitrario. Le variabili gaussiane multivariate si dicono indipendenti
se la matrice A risulta diagonale, concordemente con la definizione generale che individua
come indipendenti quelle variabili casuali la cui distribuzione di probabilita congiunta
si fattorizza in un prodotto di termini ciascuno dipendente da una sola variabile. La
distribuzione (2.1) puo intendersi come densita della corrispondente misura di probabilita
m della variabile casuale z. Dato un qualsiasi insieme misurabile secondo Lebesgue, 2 C
R™, la probabilita di una realizzazione x € () si scrive

@) = [pwdar = [ %e—%@—m”@—m i

Stefano Siboni 1




Dottorato di Ingegneria dei Materiali Note matematiche

3. Normalizzazione

La distribuzione di probabilita (2.1) soddisfa la condizione di normalizzazione
E(1) = /p(:c) dx = /p(:cl,:cg,...,wn) drydxs...dx, = 1. (3.1)
R™ R™

Dimostrazione
Nell’integrale

1/2 1 T

Rn
si esegua il cambiamento di variabili x = p + &, in modo che
A 1/2 _1¢T
E(1) = /Le 28 A ge

(271')”/2
Rn

Poiché la matrice A & per ipotesi reale simmetrica e definita positiva, € sempre possibile
determinare una matrice ortogonale R ed una matrice diagonale reale ad elementi diagonali
positivi A tali che

A1
A2 @)
A =RTAR = R7'AR, A = . , 0< )\, 1<i<n.
@) An
Si puo cosi introdurre 'ulteriore cambiamento di variabili £ = Rz, ottenendo

AlL/2 1T T o A2 1T

(27T)”/2 0z (27T)”/2
R» R»
A2 1T All/2 _LINn oy L2
— /(|27r|)”/2 e 27 Az dz = (|27r|)”/2 /e 5 D i1 Ni%; dz (3.2)
R» R»
in cui
’a ’ IRI| =1

e il valore assoluto del determinante jacobiano della trasformazione. L’ultimo membro in
(3.2) per Fubini assume la forma

A" T N2
E(1) = (2m) )2 H e i dz
i=1
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e si integra esplicitamente porgendo

()_ |A|1/2 n 2_7T_ |A|1/2 (27T)n/2 _
@mnz VA o VITL A

in cui si e fatto uso della ben nota espressione

2
/e—az dz = \/7/a VaeRy (3.3)

R

e dell’ovvia uguaglianza

[[* = 1Al = |[RTAR| = [RT'AR| = |[R'||A|IR| = |RI"'AIIR = |A]. O

=1

4. Valor medio e matrice di covarianza di variabili gaussiane multivariate

Sia dato un insieme di n variabili gaussiane multivariate con distribuzione di probabilita
(2.1). Il valor medio E(z;) dellai-esima variabile e la covarianza E | (z;—E(z;))(x; —E(z;))]
fra le variabili x; ed x; sono allora espressi da

E(z:) = i E[(zi —E(z:))(z; —E(z;))] = Cij = (A Ny 1<i,j<n, (41)

dove C = A~' ¢ la matrice di covarianza dell’insieme di variabili. In particolare, le
variabili gaussiane multivariate sono indipendenti se e soltanto se scorrelate — wvale a
dire, se e solo se la matrice di covarianza C' é diagonale.

Dimostrazione
I1 valor medio della variabile z; ¢ dato dalla relazione

A2 L~ )T Az —

Rn

che con il cambiamento di variabili x = p 4 & diviene

A2 1
Elm:) = /(|27T|)n/2 o2t A (i + &) d§ = pi+0 = pi .

Rn

Le covarianze diventano percio, indicata con C' la matrice di covarianza del sistema di
variabili gaussiane multivariate,

1/2 1 T
E[(zi — pi)(zj —py)] = Cy = /(|A| 2@ T AR (o) - pyg) d =
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AlY2 1
- / (|27T|)n/2 A &€ dg . (4.2)

Rn

L’espressione (4.2) si semplifica anche in questo caso per mezzo del cambiamento lineare
di variabili £ = Rz, con RT = R™! ¢ RTAR = A,

1/2 n n
Cz‘j _ / |A| e—%ZTRTARZ ZRiazaZijzb HRH ds —

n/2
R <27T) / a=1 b=1
A& _1,T
= (| |)n/2 Z Rijb/ 27 Azzazb dz = (4.3)
Rn
AlL/2 n 1 2 _1 2
- |2 |n/2 Z Riaijéab[ H /6 2)\ka dzk:| /6 QAGZCLZCQL dz, .
( ﬂ-) a,b=1 k=1,(k#a) R R
Siccome poi dall’equazione (3.3) si deduce
—az2 d —az?
/e az szz:——/e az <1l,z:\/—7_T0L_3/2 Vaec Ry
da 2
R R

e quindi

3/2
a

[, = ()

sostituendo in (4.3) segue che

AP & (n—1)/2 Aa (27T)1/2
Cij = )T Z RioRjp Sap, (270) T o =
|A|1/2 n 1

= > RiaRjb da (27?)”/2

(271-)”/2 a,b=1 )\ \ |A

- Z Rzaij 6ab Z Rzaij ) b — (RA_lRT)ij
a,b=1 a,b=1

La matrice di covarianza diventa cosi
C = RAT'RT = RAT'R™ = R(RTAR) 'R = RRT'A™'RR™' = A™!

come si voleva dimostrare. In considerazione del fatto che la matrice C' = A~! risulta dia-
gonale se e soltanto se A lo & a propria volta, si conclude che le condizione di indipendenza
stocastica delle variabili gaussiane multivariate x1, zo, ..., z, e ’assenza di correlazione fra
le stesse sono proprieta equivalenti. Si ricorda che in generale 'indipendenza stocastica
di due o piu variabili casuali ¢ una condizione piu forte e non equivalente alla mancanza
di correlazione, per cui variabili indipendenti sono sempre scorrelate, ma non viceversa.
O
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5. Combinazioni lineari di variabili gaussiane multivariate

Si consideri un insieme di variabili gaussiane multivariate v = (x1,x2,...,Ty) con distri-
buzione di probabilita (2.1). Data una qualsiasi matrice n X n R, reale e non singolare,
l’insieme di variabili casuali definito da y = Rx costituisce ancora un insieme di variabili
gaussiane multivariate di distribuzione
_ _111/2
}( R-YT AR 1} /

; Ru)T(R-YTAR (y— R
Aly) = B (y— R (R71) (y - Ru)

l\')l»—l

e

Dimostrazione
Dalla distribuzione di probabilita (2.1), con il cambiamento di variabili definito da y = Rx
si ricava:

ﬁ(y)_we_%(R y— )T AR Yy —p) 8$’

CHRE dy
_ (gjj;jl o5~ Bu)T (R AR (y = Rys) | |
ed essendo
AM2|RY] = (IR AM || R YE = |IRHTY) A2 R =

= (NEymhaiE) " = qE AR )Y = (ET AR

ne deriva che

—1I\T _1(1/2
ply) = (BOTART T _i(y— Ru)"(R)T AR (y — Rpr) |
(271')”/2
Il risultato segue immediatamente per il fatto che la matrice (R=1)T AR™! & reale sim-

metrica e definita positiva al pari di A, mentre il vettore dei valori medi per la variabile y
risulta Rp. O

6. Distribuzione di probabilita di una singola variabile casuale che sia combi-
nazione lineare di variabili gaussiane multivariate

Sia x = (x1,T2,...,2y) un sistema di variabili gaussiane multivariate con distribuzione di
probabilita (2.1). Allora per un qualunqgue vettore t € R™ \ {0} fissato, la variabile casuale

= (t|z) = Zt x;
e gaussiana con distribuzione di probabilita
p(z) = ; e—(Z - <t|:u>)2/20-2
essendo 0 = (t|Ct) = (t|A71t) > 0.
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Dimostrazione
Poiché t # 0, e sempre possibile determinare una matrice R n x n tale che

|R|750 e Rlz‘:ti 1§z§n
In forza del risultato precedente z = y; € allora una variabile gaussiana dell’insieme y = Rx.

Si tratta di determinarne la distribuzione di probabilita. In primo luogo, & chiaro che per
definizione il valor medio di z deve essere dato dall’espressione

E(z) = E(Ztiwi) = S hE@) = Yt = (t) . (6.1)
i=1 =1 i=1
e la varianza da

E[(z = (tl)?] = B[(tlr —w)*] = Y t:it;B[(zi — i)y — )] = D tit;Cy

i,j=1 i,5=1
mentre la distribuzione di probabilita della z = y; si ottiene integrando la distribuzione
congiunta p(y) sulle variabili residue o, ..., yn
RYHT ARV Ly — RV (R-DT AR (y —
plan) = 1 e [ e a = ROTETART = ) gy gy,

Rn—1

Ci si puo ricondurre ad una variabile casuale di media nulla ponendo y; = 21 + (t|u) =
21 + (Ru)1, per cui

—1\T _111/2
3e1) = plen + {tleh) = ple + (Rapy) = L& f%?ﬁ .
. / 6_%(31 — Rp)"(R™Y)TAR™ ' (y — Rp) dy> dys ... dyy ,
y1=z1+(Rp)1

Rn—1

relazione che si semplifica apprezzabilmente per mezzo dell’ulteriore cambiamento di va-
riabili y; = z; + (Rp)s, 2 <i < n:
}(R_l)T AR—l }1/2
Blz) = (2m)n /2

1 T (p—1\T g p—1
/6_5’2 (R™)"AR Fdzodzs...dzy . (6.2)

Rn—1

Posto per brevitdh B = (R71)TAR™!, la (6.2) diventa

B|'/? _1lyn o
ﬁ(zl) = (|27T|)”/2 / e 24ig=l BUZsz dzodzs ... dzy,

Rn—1
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e si puo riscrivere nella forma equivalente
1/2 1 2 n s n o
p(z1) = (|23|W / e 2 [Bi12f + 2300, Buiziz1 + 2 =2 Bijzizj] dzy...dz, (6.3)
7T
Rn—1

allo scopo di evidenziare i termini contenenti la variabile z;. Nel seguito della dimostrazione
conviene inoltre introdurre le notazioni sotto riportate

Z/ = (ZQ...Zn)T B/ = (B)%:Q hz = ZlBlz‘ 5 2§z§n 5
sicché risulta . .
223112121 + Z Bijziz; = 20T + 2 B2 . (6.4)
i=2 i,j=2

Conviene introdurre il cambiamento di variabile 2/ = w’+4a’, con a’ € R"~! vettore costante
da determinare opportunamente come verra descritto nel seguito. Questa sostituzione nella
(6.4) porge:
ohT2 + 2 B2 = 20Td + 287w + (W' + )T (B'w' + B'a') =

= 2h7a + 2hTw +w' T Bw +w' B'd +d  B'w +d" Bld =

= W BwW + 2(h" + a’TB')w’ +2hTd +d " Bld =

— W BWw + 2(h + B’a')Tw’ +217d +d " B'd
e se si fissa o’ in modo che h + B'a’ = 0, si pone ciod o' = B'~"h(°), l'espressione (6.4)
viene ricondotta alla forma pit semplice

by + TR = W BwW +2hTd +d T Bd .
Per effetto della precedente sostituzione, 1'espressione (6.3) per la distribuzione di proba-

bilita di z; diventa pertanto

BIY/2 1 2 1T, T, 1 1T 1 1
ﬁ(zl) — <|27T|)n/2 e 231121 / e 2[’11) B'w +2h a +a BOJ} dw’de;L
Rn—1

ed eseguendo l'integrale multiplo, che & ora di una forma nota, gia trattata in precedenza
al punto 2,

|B|1/2 —hTa’—%a’TB’a/ . (271')(”—1)/2 —%BHZ% _

ﬁ(zl) = (271')”/2 e |B/|1/2 €

(°) L’invertibilita di B’ segue immediatamente da quella di B, per ipotesi definita po-
sitiva. Per ogni z € R™ \ {0} vale infatti 27 Bz > 0, ovvero Bi1z} + 2% ", Bi;ziz1 +
#TB'2 > 0. Se per assurdo B’ fosse non invertibile ed esistesse quindi un 7’ # 0, di
componenti Z, ..., Z,, tale che B'Z’ = 0, allora z7 = (2 E’T) # 0 dovrebbe soddisfare
ZI' Bz = Bllz%+2 22;2 Bi1;z;z1 > 0,V 21 € R, risultato assurdo in quanto la diseguaglianza
non e verificata per z; = 0.
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B |B|1/2 Wl — %G’TB’G’ —%anf 65
= Van B ‘ | 65
D’altra parte, h = —B'a’ implica hTa' = —a’* B'a’ e quindi
—hla — 1a’TB’a’ = d"Bd - %a’TB’a’ = %a’TB’ ' = %hTB’_lh.

Sostituendo nella (6.5) si ottiene percio:

. BI'2 B T'h —1By 22
p(zl) e W e2 e 2 1121
dove n n
WT'B ™'h = > hihi(B' )y = Y Bu(B'T)iBn st
i,j=2 0,J=2

e di conseguenza

hTB’_lh— BHZ% = [—Bll + Z Bli<B,_1)iij1i| Z% ’

1,]=2
in modo che
1/2 n _1
ﬁ(zl) = L// 6_%[311 - Zi,jZQ Bli(B/ )Z]le}zf .
‘/27T|B/|1 2

La distribuzione di probabilita ottenuta puo semplificarsi ulteriormente osservando che per
il teorema dell’aggiunto classico — o cofattore —(°) vale 'identita

Bl | B’|
Bl _ | _1)H =
]
la quale porge cosi
n —1
p) = —— 3B = 0 s BB )i Bj] A (6.6)

2T (B_l)ll

Quest’ultima espressione non ha ancora un aspetto molto familiare e I’argomento dell’espo-
nenziale richiede ancora qualche manipolazione algebrica. Indicato con cof;;(B) il cofattore
della matrice B relativo all’elemento B;;, dall’esame delle matrici B e B’ ¢ facile ricavare
la relazione di ricorrenza sotto riportata

B
n By B2z ... Bay
> cofij(B)Bjy = —cofi(B), 2<i<n, B3z Bss ... D
j=2 : o
B, Bns ... B

(°) la regola usualmente applicata per la determinazione analitica della matrice inversa
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unitamente alla pill ovvia identita cofi1(B) = |B’|. Grazie a queste relazioni, ricordando
che |B'|(B'"1)i; = cof;i(B'), 2 < i,j < n, e che B"" = B', & dato scrivere:

- - 1 - _
Bii— Y Bu(B' )iBj = B BulB = 3" BulB|(B' ;B =
,j=2 ,j=2
1 1
|B’| [311|B | — Z Blz COfﬂ<B )Bj1i| |B’ [311|B | Z Blz COf” B i| =

7] 2 ,j 2

1 - . 1
= @[311|B’|_ZB11‘ZCOfij(B’)le} |B’| [Bncofn )—Z Bq; [_COfM(B)H =
=2 j=2 i=2

|B’| [31100f11 (B) + ZBMCOfu(B)} ,
i=2

in cui ’espressione finale entro parentesi quadre non ¢ altro che lo sviluppo di Laplace del
determinante di B rispetto alla sua prima riga. Pertanto

n - 1
B 2 Bl b = 1 1B = gy
e la (6.6) si riduce a
3(2) = ——e —21/2(B7 N
p< 1) 2T (B_l)ll
in modo che
p(z) = p(on) = o — {tlp)) = Bz — {tl)) =~ (== (H)/2AB ™11,

2T (B_l)ll

Per concludere non resta che dimostrare la relazione (B~1!);; = (t|Ct). In effetti, nelle
precedenti ipotesi risulta B = (R")TAR™! con Ry; = t;, 1 < i < n, per cui B~ =
RA7IRT e

n n n
B Y = Z Rii(A™ 1) (R = Z Ryi(A71)i Ry = Z (A7)t = Z tiCijt
t,j=1 t,j=1 t,j=1 t,j=1
che si identifica con la varianza o2 di z, come deve essere. O

7. Definizione. Variabile di X? ad n gradi di liberta

La variabile casuale
n
2 _ 2
i=1

si dice una variabile di chi-quadrato — X? — ad n gradi di liberta se le (x1,22,...,7,)
costituiscono un sistema di n variabili gaussiane stocasticamente indipendenti e standard
— cioe a dire, di media nulla e varianza unitaria, caratterizzate dunque da una distribuzione
di probabilita della forma (2.1), con p=0ed A =1
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8. Distribuzione di probabilitd di una variabile di X2 ad n gradi di liberta

La distribuzione di probabilita di una variabile di X? a n gradi di liberta é data da

1

r(n/2)2n/2e_X G

pn(XQ) =

in cui si denota con T'(«) la funzione gamma di Eulero calcolata in o € RT

+o0o
MNa) = / e Tt da
0
Dimostrazione
Si parte dalla condizione di normalizzazione della distribuzione di probabilita per un siste-
ma di n variabili gaussiane indipendenti e standard z1, ..., x,

1 n 2
1 = /e_izmlxidacl...d:cn
Rn

in cui si introduce il cambiamento di variabili

n 1/2
T = .)C'C.()S(bl Y = [ w12:| ER+
To = X sin g1 cos ¢o i1
x3 = X sin ¢ sin ¢ cos ¢3 ¢1 € [0, 7]
x4 = X sin ¢ sin ¢ sin @3 cos ¢y ¢2 € [0, 7]
Ty = X sing;sin¢osings...sin¢,_1 Gn—1 € [0,27]
essendo (X, ¢1,. .., ¢,—1) un set di coordinate polari n-dimensionali. Anche senza ricorrere

al calcolo esplicito, € comunque evidente che il determinante jacobiano della trasformazione
di coordinate assume la forma

X" Q0 (b1, ... 1)

in modo che la condizione di normalizzazione diventa

T 27
1= /d)(/dqbl.../d¢n_1e_%X2X”_1Qn(¢1,...,¢n_1) —
0 0

R+
T 27
- /d¢1.../d¢n_19n(¢1,...,¢n_1) /e_%X2X”_1dX
0 0 R+
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L’ulteriore cambiamento di variabile

X — <X2)1/2 dX — %(XQ)—1/2d<X2)
porge infine
1 iy 27
1= §/d¢1.../d¢n_19n(¢1,...,¢n_1) /e‘%x2()(2)%‘1d()(2) =
0 0 R+

= N, [t

R+

con N,, appropriato fattore di normalizzazione. In effetti deve aversi

1 1 2 n
N—n = /6_5X <X2)5_1d<.)(‘2)
R+

e con la sostituzione X?/2 = £ l'integrale a secondo membro si riduce a

—+ 00

2% [ eSei7tde = 27/ (n)2)
/

per cui il fattore di normalizzazione risulta

1
Ny=——"
2n/2T (n/2)

e la distribuzione della variabile X2

1 —1x% 42\21 2
———e 27 (X7)27 d(X

con condizione di normalizzazione

—+ 00
1 —-1x% y2\2-1 2
S — O A C o
| s M@ 0
0
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9. Media e varianza di una variabile di X2 a n gradi di liberta
La media e la varianza di una variabile di X2 a n gradi di liberta sono date dalle relazioni

nw=mn o = 2n

Dimostrazione
Per definizione, il valor medio della variabile X2 a n gradi di liberta si scrive

+o0 +oo
1 1 2 n 1 1 n
n = E(XQ) = / We_ix (X2)5_1X2 d(XQ) = / We_iuuf du
25r<—) 25r<—)
0 2 0 2
e con il cambiamento di variabile u = 2§ diventa
2 o ¢ 1-1 2 F(E + 1) n
_ e n1-1ge _ _ o _
'u_p<ﬁ)/e & d¢ = F(E) —22—n
2/ 0 2
in cui si e fatto uso dell’ovvia identita
“+o00 n “+o00o
Ma+1) = j/ e"t¢ode = L—e—fga} + j/ e tat®1d¢ = al(a) VaeRT.
0
0 0

Per il calcolo della varianza si procedere in modo analogo, richiamando la definizione

+oo
7 = B -] = B -] = [ e B ) =
) 2tr(3)
2
+oo 1 1 +oo
= nie_%“u%_l(u —n)?du = ———— e 8237 1¢s71(2¢ —n)22 dE =
[ s |
+oo

- (43 —aneE 2e37l) de =

F(%) O/e < néz +n )
1

- gl ) ()] -
1

- @r@) P(gﬂ)g_mgmz] _ 9n

Cio completa la prova del risultato. O
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10. Teorema di caratterizzazione delle forme quadratiche di variabili normali
standard indipendenti che presentano una distribuzione di chi quadrato

Sia T Az una forma quadratica semidefinita positiva delle variabili normali standard in-

dipendenti (11,22, ...,2,) = x. Allora la variabile casuale Q = x1 Ax risulta una variabile
di X? se e soltanto se la matrice A é idempotente:
A2 = A

In tal caso, indicato con p il rango della matrice A, il numero di gradi di liberta di 27 Ax
¢ pari a p. Si ha inoltre che p coincide con la traccia tr(A) della matrice A.

Dimostrazione

(i) Se A & idempotente, di rango p < n, allora Q = 2T Az risulta una variabile di
chi quadrato a p gradi di liberta

Dato un generico autovalore A di A, se v € R™\ {0} & un autovettore del relativo autospazio
vale la relazione

Av = dv, veR"\ {0}
e quindi, in forza della condizione di idempotenza,
M = Av = A% = 2\
da cui si deduce 'equazione
A(1—=XNv =0

che per v # 0 implica A(1 — A) = 0. I soli autovalori possibili di A sono dunque
A=0e A =1. Siosservi, in particolare, che la matrice simmetrica A & necessariamente
semidefinita (o definita) positiva.

Il rango di una qualsiasi matrice reale e simmetrica coincide con il numero dei suoi auto-
valori non nulli, nella fattispecie con la molteplicita algebrica dell’autovalore 1.

D’altra parte, la traccia di A coincide con la somma degli autovalori, e quindi in questo
caso con la molteplicita di 1. Se ne deduce I'identita di rango e traccia:

range(A) = tr(A) = p = molteplicita algebrica dell’autovalore 1

Dall’ipotesi che la matrice A sia reale e simmetrica segue altresi che esiste una matrice
ortogonale C' che la diagonalizza, verificando la relazione

A= CTDhC — cACT = D

in cui CT = C~! e D & la matrice diagonale avente come elementi diagonali gli autovalori
di A in un qualche ordine, per esempio:

0O 0 0 ... 0

0 0 0 ... 0

0o 0 1 0 ... 0

D= 0O 0 0 0 ... 0
0O 0 0 0 0

Stefano Siboni 13
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Con il cambiamento di variabili
z =Cx z=(21,...,%2n) € R"

la variabile casuale Q = z7 Az si riduce ad una somma di quadrati delle z:
P
Q =2TAx = (C'2)TAC™ 2 = (CT)TACT 2 = 2TCACT2 = 2" Dz = ZZ’LQ
i=1

Ma in virtu del teorema 5 le nuove variabili z costituiscono un set di variabili
casuali gaussiane, la cui matrice di struttura si calcola immediatamente ricordando che
le = sono gaussiane indipendenti e standard (la matrice di struttura di = ¢ l'identita I):

c~YT1c—! = [c]'1cT = ¢t =1

per cui anche le z definiscono un sistema di variabili gaussiane indipendenti e
standard. Se ne conclude che la variabile Q = 27 Az pud intendersi come una somma
di quadrati di p variabili normali indipendenti e standard, e che pertanto essa segue una
distribuzione di X? a p gradi di liberta, essendo p = range(A) = tr(A).

(ii) Se Q = 2T Az & una variabile di chi quadrato a p gradi di liberta, allora 4 &
idempotente, con rango e traccia uguali a p

Come gia osservato al punto precedente, la simmetria di A consente di introdurre un
conveniente cambiamento di variabili, mediante una trasformazione lineare ortogonale z =
Czx, che:

— consente di ridurre la matrice A alla forma diagonale, con autovalori reali e non
negativi A1, ..., \p;

— sostituisce alle variabili gaussiane indipendenti e standard x, delle nuove variabili
gaussiane z a loro volta indipendenti e standard;

— permette di identificare la variabile casuale 7 Az con una somma pesata di quadrati
delle z

Q = 2T Az = Z)\izf (10.1)
i=1

Nel seguito si assumera di avere introdotto tale cambiamento di variabili e di operare
quindi con la variabile di X2 gia scritta nella forma (10.1).

2

Per A > 0 si calcola la funzione generatrice dei momenti di () = Z?:l NiZ;

G\ = /

n

2 1 _1N\Tn L2
Aiz; We D DN dzy...dzy, =

[I

=1

€_>\ Zj:l
1 ) 2 L 1
_5(14-2)\1')\),21- d R -
(27)1/2 /e “i 1:[1 VI+ 20
R =
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che per una distribuzione di X2 a p gradi di liberta deve peraltro coincidere con la funzione

1 P
G()\) = /e_AQ WQi_le_Q/QdQ =
R+

1 1
— e _5(1+2>‘)Q %_1d =
/ 2p/2F(P/2)6 “ “

+

R
1 1 P 1
= —§/2e5-lge — _ —
TENE / w2 S % T Araen

R2

essendosi fatto uso del cambiamento di variabile £ = (1 + 2X)(Q). Deve quindi aversi:

1

1
jl:[l VI+205A (T4 2x)p/2

YA>0

ossia

[Ta+2x0 =@+202  va>o0
7j=1

che equivale a

[1(5+2y) = 5 (5 +2)" waso

Jj=1

ed infine all’identita
n

H(z+2)\j) = 2""P(z+2)P Vz>0

=1

Per l'identita dei polinomi monici a primo e secondo membro, il teorema fondamentale
dell’algebra implica che degli n coefficienti non negativi A1,..., A, ce ne debbano essere p
uguali ad 1 e n—p uguali a 0. Ne segue allora che la matrice A ha rango p e che, potendosi

scrivere nella forma

A1 O
A=t o
O An
¢ idempotente
A1 O A1 O
A2 = T ccT C =
O An @) An
A1 @) A1 O A2 O
=T : c=cT C =
O An O An O A2
A1 O
=CT Cc=4A |
O An

Stefano Siboni
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11. La somma dei quadrati degli scarti rispetto alla media r di n variabili
gaussiane indipendenti e di varianza unitaria costituisce una variabile di X? a
n — 1 gradi di liberta

Si considerino le variabili gaussiane x1,xs, ..., x, stocasticamente indipendenti, con media
nulla e varianza unitaria. Indicato con T il valore medio:

la somma det quadrati degli scarti delle variabili rispetto a tale valore medio:

n

(n—1)s* = > (2 —x)

i=1
seque una distribuzione di X? ad n — 1 gradi di liberta.

Dimostrazione

Si verifica in primo luogo che la variabile casuale (n — 1)s? & una forma quadratica (ov-
viamente semidefinita positiva) delle variabili gaussiane, indipendenti e standard z;. Vale
infatti:

n

Z(:ci—T)QZi_i:c?— Z:c ——< )2:

i=1 o1
n

- i <$i$j51'j - ”T :c]) i < )SUj = Z i Aijx;

i,j=1 i,j=1

1
in cui si e posto A;; = d;; — —. La matrice rappresentativa della forma quadratica
n
A=1- lQ(n)
n

con Qg?) =1, 1<1,5 <n, e reale, simmetrica, semidefinita definita positiva.

In forza della diagonalizzabilita di A rispetto ad una base ortonormale di autovettori,
Iidentificazione di (n — 1)s?> = 2T Az come variabile di X? si riduce semplicemente a
provare che gli autovalori della matrice sono soltanto 0 e 1, determinandone le rispettive
molteplicita.

Autovalori di A
Dall’identita

A A = H——Q(”) M| = |-1+ - Q<”>+AH)—)—Q<”> (-1 = )QW n(1—\)I
si deduce I’equivalenza

A & autovalore di A = w=mn(l—A) e autovalore di @
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ovvero
1 € autovalore di @) — A=1—- "¢ autovalore di A
n
Gli autovalori di Q™ possono essere determinati osservando che per il relativo polinomio
caratteristico, il determinante

1 1 1 1—u O 1
d | n 0 1—p - 1 =1
R L P I A
H : : | : o . 1
0 1 1—p 1 0 1 1—p
1—p 1 0
L bt = —n|Q" Y — uI|
: : -0
1 1 -1

Posto allora A, (1) = }Q(”) — ,uﬂ}, polinomio caratteristico di Q(, si ha:

d

@An(u) = —nAp-1(p) VepeER

e quindi, integrando in g con punto iniziale u = 0,
I
D) = 30(0) =0 [ 8,1(6) dg
0

dove A, (0) = [Q™] =0 — Q™ ¢ singolare, avendo tutte le righe linearmente dipendenti.
Percio

I
D) = = [ Buafe) de

0

ed ¢ allora facile dimostrare per induzione che

An(p) = (=1)"[p" —np" 7] . (11.1)
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Infatti, posto la (11.1) soddisfatta per un n qualsivoglia, si ottiene

Anir(p) = —(n+ 1) / (—1)" (€™ —ngn1) dg =

n—+1

= ()" e+ L

il che prova 'asserto.
Gli autovalori di Q™ sono pertanto tutte e sole le soluzioni dell’equazione caratteristica

QM —ull =0 — " Hu—-n)=0

ossia:
u =0 con molteplicita algebrica n — 1

@ =n con molteplicita algebrica 1

Di qui si ricavano gli autovalori di A

A =1 con molteplicita algebrica n — 1

A =0 con molteplicita algebrica 1

In conclusione, la forma quadratica (n—1)s? = z7 Az puo essere ricondotta ad una somma
di n — 1 quadrati di variabili gaussiane indipendenti e standard, in modo che (n — 1)s?
segue una distribuzione di X? a n — 1 gradi di liberta. O

Allo stesso risultato si puo pervenire per mezzo del precedente teorema 10, verificando che
la matrice rappresentativa A € idempotente e con traccia n — 1. Si ha infatti, per ogni ¢, 7,
1<id,5 <n:

n

1 = Bt = Hor-3) (-3) -

k=1

n
1 1 1 1 1 1 1
= ];[5ik5kj—5ikg—5kjﬁ+$:| = 5”‘—5—5—}—’0— = 5”—5 = Aij

e quindi A% = A, in modo che la matrice rappresentativa A risulta idempotente e la forma
quadratica 7 Az ¢ una variabile di X2. Il numero di gradi di liberta di questa ¢ dato dalla
traccia di A, ossia

= . 1 1

r(d) = 3 A = Z<1—5) - n<1—5) =n-1
=1 =1

come gia dimostrato. O
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Osservazione
E utile sottolineare come il risultato precedente rimanga valido nell’ipotesi che le variabili
gaussiane indipendenti x1,x9,...,x, abbiano varianza unitaria ed eguale media m # 0.

La dimostrazione si ripete inalterata, salvo per il fatto di dover considerare le variabili
casuali a media nulla z; — m in luogo delle z;.

Analogamente, partendo da un sistema di variabili gaussiane indipendenti x1,x2,..., 2y,
con eguale media m e varianza o2 > 0 ¢ dato definire la variabile di X2

(n—1)s _ %Z(% _7)?2

o2

an—1 gradi di liberta. Immediata e la dimostrazione — si tratta di considerare le variabili
normali (z; —m)/o in sostituzione delle x;.
12. Teorema di Craig

Sia 2T = (x1...2,) un vettore di n variabili gaussiane indipendenti e standard. Date due
matrici reali simmetriche A e B si considerino le forme quadratiche

Q1 = 27 Ax Qs = 2T Bx .

Allora le variabili casuali Q1 e Q2 sono stocasticamente indipendenti se e solo se AB = 0.

Dimostrazione

(1) La condizione & sufficiente
Se AB = 0, allora 0 = (AB)T = BT AT = BA. Percido AB = BA = 0; le matrici reali e
simmetriche A e B commutano.

Di conseguenza, esiste una base di R™ di autovettori ortonormali comuni di A e B e si
puo quindi determinare una matrice reale ortogonale C' tale che

A1 @) M1 O
CTAC = D, = e CTBC =D, = .
@) An O hn

Introdotto allora il cambiamento di coordinate x = Cz, le variabili casuali Q1 e Q2 si
riducono a somme pesate di quadrati delle variabili z;:

Q1 = TCTACz = 2TDyz = Z)\,-z?
i=1

Q2 = 2TOTBCz = 2T Dyz = Z,u,-z?

=1

con z = CTz = (21...2,)7T sistema di n variabili gaussiane indipendenti e standard al pari
delle (z1 ...x,), in quanto C'T & ortogonale.
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Inoltre

)\1,u1 O
AB = CD,CTCDy,CT =CDD,CT = C ct
©) Anfin

ed ovviamente AB = 0 se e soltanto se D1 Dy = 0, per cui gli autovalori delle matrici A e
B devono soddisfare le condizioni

)\z‘,uz‘:() V’i:1,...,n.
Assunti allora
)\il,...,)\”;«éo e Ai =0 Vi€{1,2,...,n}\{’il,...,ig};

,ujl,...,ujm#o e ,uj:0 Vj€{1,2,...,n}\{jl,...,jm};
deve valere la condizione
{’il,...,ig}ﬂ{jl,...,jm} = @

Percid comunque si fissino @, Q, € R, la probabilita congiunta p[Q; < Qq,Q2 < Q,] che
si abbia contemporaneamente @)1 < Q) e Q2 < (), deve essere data dall’espressione:

1
(2m)n/2 ©

{3 raz2 <@ {0 w2 <.}

_1xn L2
221':1’2Z dz1...dz, =

1 R o T R
~ 2m)mt0/2 / e 2=l Hldzz-a~
— a=
{ZizlAiaz?GSQl}

1 m m _
e 2 Zb:l ZJQ'b H dzjb = p[Q1 < Q1] : p[QQ < QQ]
{0 s, <) o

ed e quindi riconducibile al semplice prodotto delle distribuzioni cumulative di probabilita
delle singole variabili casuali ()1 e Q2. Si tratta pertanto di variabili stocasticamente
indipendenti.

(77) La condizione & necessaria

Se le variabili @ = 27 Az e Q2 = x7 Bz sono stocasticamente indipendenti, la loro dis-
tribuzione di probabilita congiunta si scrive come prodotto di due distribuzioni di proba-
bilita, la prima relativa alla sola 27 Az e la seconda relativa a x7 Bz soltanto. La funzione
generatrice dei momenti della distribuzione di probabilita congiunta p(Q1,Q2) € allora
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data dal prodotto delle funzioni generatrici delle distribuzioni di probabilita per le singole
variabili, p1(Q1) e p2(Q2):

G\ p) = /R2 p(Q1,Q2) e M1 12 dQ1dQy = /Rp1<Q1)€_)\Q1dQ1 /Rp2<Q2)€_”Q2dQ2.

In effetti, dalla definizione di 1 e Q2 si ottiene:

1 n 1 n _ _
G(A, 1) :/ <—) e Qi AT Aw “xTBxdacl...d:cn =

2T

- / <2i)ne_%xT(H+2’\A+2“B)xd$1 <odzy = [det(I+20A +2uB)] "/
Rn ™
VA, i € R abbastanza piccoli, mentre in modo analogo:

1\ 1 _
/p1<Q1)€_>\Q1dQ1 :/ ( ) e 3 H2NTge  dy, = [det(I+ 20A4)] 7
R Rn

2

1\" 1 _
/pQ(QQ)e_“Q2dQ2 = / <—) e‘ixT(HQ“B)f‘dwl...dwn = [det(H—FZuB)} 1/2
R n

2T

per cui la condizione di indipendenza stocastica di ()1 e (2 implica che:

[det(I + 20A + 2uB)] /% = [det(I + 204)]"/? [det(I + 2uB)] "'/

VA u~0.
Quest’ultima condizione equivale a:

det(I + AA)det(I + uB) = det(I+ AA + uB) VA u~0

ossia:
det(I + AA + uB) .
det(I B) = = det|[(I+ \A det(I + \A B) =
Al 4 pB) = I = eI+ A4) ! det(I+ A4 + uB)
= det[T+ (I + \A) ' B]
e quindi posto y = —1/pu si ha che Vy € R di valore assoluto abbastanza grande deve valere

det(—yl + B) = det[—yl + (I + \A)"'B].

Nella relazione precedente il primo ed il secondo membro sono polinomi di grado n nella
variabile y, per cui 'uguaglianza deve in realta estendersi ad ogni y € R, in virtu del teo-
rema di identita dei polinomi (due polinomi che coincidono su un intervallo reale coincidono
su tutto R). Detti polinomi sono i polinomi caratteristici delle matrici B e (I+ AA)~!B,
le quali devono presentare dunque lo stesso polinomio caratteristico VA ~ 0. Da cio segue
che VA ~ 0 le matrici B e (I + AA)~!B hanno gli stessi autovalori. L’arbitrarietd di A
consente di concludere che AB=0. 0O
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13. Teorema di Fisher-Cochran

Sia (x1,22,...,Ty) = x un insieme di variabili normali indipendenti e standard. Siano
Q1,Q2,...,Qx forme quadratiche semidefinite positive delle stesse variabili (x1,xa,. .., xy,)
n
Qr = 2T Az = Z (Ar)inzixp r=12,...,k
i,h=1
con matrici rappresentative Ay, As, ..., Ay, di ranghi rispettivi ni, no, ..., ni. Valga inoltre
n k
2
SEED I
i=1 j=1
Allora le Q1,Qo, . ..,Qy sono variabili di X? stocasticamente indipendenti se e soltanto se
k
S =
j=1

e in tal caso Q, ha n, gradi di liberta, Vr =1,...k.

Dimostrazione
(1) La condizione & necessaria
Siano Q; = 27 A;x, i = 1,...,k variabili di X? indipendenti fra loro. Allora il teorema
di caratterizzazione delle forme quadratiche X2 e quello di Craig implicano che le matrici
rappresentative delle (); — reali e simmetriche — soddisfino la condizione

AiAj = 5ijAj

5 . . n 2 k . . . N
mentre I'ipotesi che sia ) ;" ;27 = ijl (Q; impone che si abbia altresi

k
ZA,- =1.
=1

Gli insiemi

V,-:range(A,-):{A,-:c; :cER”} 1=1,...,k

sono sottospazi vettoriali ad intersezione banale
vinV; = {0} Vi,j=1,....k, 1#£].
Se infatti z € V; N'V; per ¢ # j, devono esistere z,y € R™ opportuni tali che
z = Aix = Ajy
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e quindi
z = A = Alx = AjAix = A Ay = 0y = 0.

Per ogni x € R™ vale allora
k
:c:H:c:ZA,-:c con AxeV; Yi=1,...k.

La decomposizione cosi ottenuta e unica, in quanto

k
szm v; € V;

=1

implica

Aj.fCZAjZ’U,‘ZZA’U, Zéﬂv,: Vj Vj:L...,k'.

e che di conseguenza la dimensione dello spazio ¢ la somma delle dimensioni dei sottospazi

componenti
k
n = Z dim(V; rank(A Z ng.
i=1

M?r‘

=1
(77) La condizione & sufficiente

Se viceversa rank(4;) = n; Vi =1,...,ne Zle n; = n allora lo spazio R" ¢ la somma
diretta dei sottospazi V; = range(A;)

k
R" = PVi. (13.1)

Per ogni x € R” vale infatti

=1

con

Aiz € {Aiy; y € R"} = range(4;) = Vi

dimV; = dimrange(A;) = rank(4;) = n; Vi=1,...,n.
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Qualsiasi sistema {ej,ea,...,e,} ottenuto collezionando i vettori di base dei sottospazi
Vi,Va,..., Vi si compone di n vettori

k k

ZdlmV = Zdlmrange Zrank Zn, =n

i=1 i=1
e ogni vettore x € R™ si scrive come combinazione lineare dei vettori e;, ¢+ = 1,...n:
ne segue che {ej,...,e,} deve essere un sistema linearmente indipendente e costituire
dunque una base di R™. In caso contrario ogni vettore di R™ si potrebbe esprimere come
combinazione lineare di un sistema linearmente indipendente estratto da {ei,...,e,} e

quindi di un numero di vettori minore di n = dimR", in contrasto con il lemma di Steiniz.
Di qui la (13.1).

Per ogni x € R" e j = 1,...,n deve aversi pertanto

k
Az eV e Ajp=TlAnp =Y AAjx=Az+) Al
i=1 i#j
con A;Ajx € V;Vi=1,..., k. Poichéla decomposizione di A;x deve essere unica si deduce

che
AiAjz =0 Vi#j e A?:c = Ajx vV

e per arbitrarieta di = si ha infine

AiA; = 04545 Vi,g=1,...,n.
Per il teorema di Craig la condizione

A;A; =0 Vi#]j
sulle matrici simmetriche A4;(°) implica che le variabili casuali
Qi=a"Ax  Q=x"Az  Vi#j
siano tutte stocasticamente indipendenti, mentre la proprieta di idempotenza
AT = A V)

assicura che le
Qj:.CCTAj.CC Vj:L...,k'

siano tutte variabili di X2. Essendo poi range(4;) = ny, si conclude immediatamente,
diagonalizzando la matrice A; con un cambiamento di base ortonormale, che Q; = 2T A;x
costituisce una variabile di X2 a n; gradi di liberta. O

(°) N.B. La simmetria delle matrici A; interviene soltanto a questo punto della dimostra-
zione. Il ragionamento fin qui seguito prova che le matrici in questione individuano
necessariamente degli operatori di proiezione, ma non ne impone la simmetria — cio
richiederebbe la mutua ortogonalita dei sottospazi V;, informazione di cui non si e fatto uso.
Se infatti R = @le Vi, gli operatori di proiezione P; : R™ — V; sono tutti simmetrici se
e soltanto se i sottospazi V; risultano tutti mutuamente ortogonali.
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14. Primo caso notevole a due variabili
Siano
Q1 = 2T Az Qs = 2T Asx

due forme quadratiche semidefinite positive delle variabili gaussiane indipendenti e stan-
dard (z1,2,...,2,) = x. Le variabili casuali Q1 e Q2 soddisfino la condizione

Q1+ Q2 = 25612
i=1

Allora se Q1 & una variabile di X? a p <n gradi di liberta, la Q2 & una variabile di X? a
n —p <n gradi di liberta, e le due variabili sono stocasticamente indipendenti

Dimostrazione

Segue immediatamente dai teoremi di Craig e di caratterizzazione delle variabili X2, os-
servando che A; + Ay = 1. Si ha infatti che Ay =1 — A; e I'essere Q1 una variabile di A2
implica che si abbia

Al = (I-A1)? =1-24, 447 =1-24,1+ 4, =1- 4, = A,

per cui anche @ ¢ una variabile di X2. L’indipendenza stocastica di Q; e Q2 segue poi
dall’ovvia relazione e dal teorema di Craig

AjAy = Ay(T—Ay) = A — A7 = Ay, — A, = 0.
Il teorema di Fisher-Cocran implica poi che
rank(A;) + rank(A4z) = n

che cioe la somma del numero di gradi di liberta di @)1 e Q2 sia n. Di conseguenza, ()2 &
una variabile di X? a
rank(Az) = n —rank(A;) = n—p

gradi di liberta(!). O
15. Secondo caso notevole a due variabili

Siano Q, Q1 e Q2 tre forme quadratiche semidefinite positive delle variabili gaussiane
(x1,22,...,2y) = x, indipendenti e standard. Le variabili casuali Q, Q1 e Q2 soddisfino
la condizione

Q1 +Q2 =Q

(1) Alla stessa conclusione si perviene osservando che Ay As = 0 implica la commutativita
di A; e As e dunque l'esistenza di una base di R™ costituita da autovettori comuni di A; e
Ay. Di conseguenza R™ = ker(A; —I) @ ker(A2 —1I) e n = dimker(A; —I)+dimker(As —1I),
ossia n = rank(A;) + rank(Az) = p + rank(As).
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Allora se Q e Qq sono variabili di X? rispettivamente a n e p < n gradi di liberta, la Q2
¢ una variabile di X? an —p < n gradi di liberta, e risulta stocasticamente indipendente

da Q1

Dimostrazione
Basta osservare che la variabile di X2 a n gradi di libertd @) deve potersi scrivere nella
forma

Q = 2T Ax
con A matrice reale simmetrica, semidefinita positiva e tale da soddisfare le condizioni
A = A rank(A) = n

Tale matrice deve quindi avere 1 come solo autovalore, e di molteplicita algebrica n, sicché
n
A=1 e Q::cTH:c::cT:c:Z:c?
i=1

ed il teorema si riduce al risultato precedente. 0O

16. Terzo caso notevole a due variabili

Siano @, Q1 e Q2 tre forme quadratiche semidefinite positive delle variabili gaussiane
(x1,22,...,2y) = x, indipendenti e standard. Le variabili Q, Q1 e Q2 siano variabili di
X2 con s, p e q gradi di liberta rispettivamente, soddisfacenti la condizione

Q= Q1+Q:

Allora Q1 e Q2 sono stocasticamente indipendenti e p+ q = s.
Dimostrazione
Si indichino con A, B e C' le matrici rappresentative, reali simmetriche e semidefinite
positive, delle variabili casuali @), Q1 e ()2 rispettivamente. L’essere ), Q1 e Q2 variabili
di X? implica che si abbia
A=A B*=B (C*=C
per cui
B+C = (B+C)> =B*+C*+BC+CB =B+C+BC+CB
e quindi le matrici B e C' anticommutano

BC+CB =0

Poiché B e reale e simmetrica, essa ammette una base di autovettori ortonormali; la
condizione di idempotenza B? e il carattere semidefinito positivo comportano poi che gli
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autovalori relativi debbano essere soltanto 0 e 1. Conviene esaminare separatamente i due
casi.

(1) Sia Bv = 0, ovvero v € ker(B). Allora, moltiplicando a destra per la matrice C' si
ottiene
CBv=C0=0

e nel contempo

BCv = -CBv =0

Per ogni v autovettore di B relativo all’autovalore 0 vale pertanto

CBv = BCv =0

(73) Sia all’opposto Bv = v, ossia v € ker(B —I). In modo analogo a quanto gia visto nel
caso precedente, si deduce che

—BCv = CBv = Cv

sicché
B(Cv) = —Cv

La relazione ottenuta implica che o C'v = 0 oppure C'v costituisce un autovettore
di B con autovalore —1, circostanza quest’ultima esclusa dall’essere B semidefinita
positiva. Deve percio ricorrere la prima condizione Cv = 0, dalla quale segue

BCv = B0 =0 e CBv = —-BCv =0
In definitiva, per ogni autovettore v di B si ha
BCv = CBv =0

e poiché la stessa relazione caratterizza anche la base di autovettori (ortonormali) di B, si
conclude che
BCx = CBx =0 VzeR"

cioe che BC = C'B = 0. 1l teorema di Craig assicura l'indipendenza stocastica delle
variabili casuali Q1 e Q2. La stessa condizione BC' = C'B = 0 comporta che le matrici
reali e simmetriche B e C' commutano, ammettendo percio una base di R™ di autovettori
comuni. Indicato con y uno di tali autovettori comuni, dovra aversi

By =py  Cy=ry
in modo che gli stessi vettori saranno anche autovettori di A
Ay = (B+C)y = By+vy = (B+7)y
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con gli autovalori relativi sempre uguali a zero o uno

pefo,1}  ~ve€{0,1}  B+v€{0,1}

Ogni autovettore di B relativo all’autovalore 1 risulta autovalore di C' relativo all’autovalore
0 e viceversa, ogni autovalore di C' relativo a 1 costituisce anche un autovettore di B relativo
a 0; gli autovettori di B e C' associati a 0 sono altresi autovettori di A relativi a 0. Infatti:

y = By — Cy=CBy =0y =0
y = Cy = By = BCy =0y =0
By =0 Cy=0 — Ay = (B+C)y = By+Cy =0

e queste relazioni applicate agli autovettori di base implicano

o
Sy

er( ) = ker(C)

er( ) = ker(B)

ker(A) = ker(B) Nker(C)

ker(A — 1) = ker(B —1I) Uker(C —1I)

) = ker(B —1I)Nker(C —1)

—1I
—1I

o
Q

Conseguentemente

s = rank(A) = dimker(A —I) = dimker(B —1I) + dimker(C — 1) =
= rank(B) 4+ rank(C) = p+¢q
a completamento della dimostrazione. O

17. Definizione. Variabile ¢t di Student a n gradi di liberta

La variabile t di Student a n gradi di liberta € definita dal quoziente

t:\/ﬁ\/i_QeR

essendo & una variabile gaussiana standard, X? una variabile di chi-quadrato a n gradi di
liberta e &, X2 stocasticamente indipendenti fra loro.

18. Distribuzione di probabilita di una variabile di Student a n gradi di liberta

La distribuzione di probabilita di una variabile di Student a n gradi di liberta € data da

palt) = F<n—2Hn) 12 - 1 1 _
van () <1+%)T Vi ﬁ(%%) <1+§) ’
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in cui si indica con B(a,b) la funzione beta di Eulero calcolata in (a,b) € R+>

B(a,b) = /1 271 —2)b lde
0

Dimostrazione
La distribuzione da determinare e quella di una variabile casuale della forma

P
t= Vs

in cui £ e X2 sono variabili indipendenti, rispettivamente gaussiana standard e di chi
quadrato a n gradi di liberta. La condizione di normalizzazione per la distribuzione di
probabilita congiunta si scrive

1 +OO 2 1 +OO 2 n
1= — e ¢ /2d 7/ e~ ¥ /2(x2 s lq(x2
— / ) ¢ srros ), (X?)%1d(x?)

e per il teorema di Fubini si riduce all’espressione equivalente

_ 1 2\ —
L= Var avr ()2 /Mw ddX7) e

62'2““)2 (.)('2)%_1 )

A X2 > 0 fissato, nell’integrale doppio a secondo membro si introduca il cambiamento di
variabile

E=t-

ottenendo cosl

1 oy VA? _22(2 ) on g _

L= Var ovr ()2 /Mw dt d(X7) ~ e B enyat =
1 1 ee 2y~ (142 2) 25t
= o) %/Rdt/o d(x?) %5 5) (x2)3t

L’ulteriore cambiamento di variabile, a t fissato,

t2
z = X2<1+—)
n

nell’integrale piti interno a secondo membro, porge infine

1 too no1 1
1= dt dz e #2277 ———
V21 2/2T (n/2) \/E/R /o <1 N ﬁ) =

n

Stefano Siboni 29




Dottorato di Ingegneria dei Materiali Note matematiche

ossia, posto z = 2u e scambiati per Fubini i due integrali iterati

1 1 9" /+Ood —u "T“—l/dt !
— we “u _
\V21n 2”/2F(n/2) 0 R <1+t2)nT+1

e quindi

1+—
n

1 n+1 1
1 = r( ) / _dt.
Vmn I'(n/2) 2 R < tQ)%
Di qui si deduce la distribuzione di probabilita desiderata

pn(t)zm%<n/2)F<n+l) . —+ teR.

2 t2
(1+5)
n

La stessa espressione puo riscritta in termini della beta euleriana

(t .
Dn =
n 1 t2 n-2|-1
vn 5(57 5) <1 + g)

facendo uso dell’identita
I'(a+ ) 2
— = b Y (a,b) € RT 18.1
e CONIMODE (18.1)

e della relazione I'(1/2) = /7, dalle quali segue che
1 n+1 1 n+1 1
NG F(n/2)r< ) = T(1/2) P(n/2)r< ) = 3(/2.n/2) °

Osservazione
Puo essere utile ricordare 'origine della relazione fondamentale (18.1) che lega fra loro le
funzioni gamma e beta di Eulero. Assegnate a piacere due costanti reali positive a e b,

vale infatti
—+oco —+oco
L(a)T'(b) = / e T dx / e_yyb_l dy
0 0

2

e con il doppio cambiamento di variabile z = u? ey = v
rispettivamente, si ottiene

, nel primo e nel secondo integrale

00 9 00 5
['(a)'(b) = 2/ du u?* e v 2/ dv v**"te™ .
0 0

Il teorema di Fubini permette di scrivere un unico integrale doppio in luogo dell’integrale
iterato

T'(a)[(b) = 4 / dudy e~ (W H07)y2a=13,20=1

R+ xR+

Stefano Siboni 30




Dottorato di Ingegneria dei Materiali Note matematiche

Basta ora introdurre un sistema di coordinate polari piane (p, ), definito da
U= pCSe Rt g (0,7/2]
v = psin¢ ’
nel quadrante R™ x R, per ricavare la relazione
['(a)'(b) = 4/ dpde p e_”2,02“+2b_2(cos $)?*(sin ¢)?* 1.
R+ % [0,7/2]

Questa si separa, sempre per Fubini, in un integrale iterato e quindi in un semplice prodotto
di integrali unidimensionali

T(a)T(b) = 4 /

5 w/2
e P pPat-lg, / (cos )22~ 2(sin ¢)?*~2 cos psinpdp =
R+ 0

5 w/2
= / e p2latt=lo, dp / (cos?¢)* 1 (sin?¢)* 12 sin ¢ cos ¢ dep
R+ 0

che con le trasformazioni ¢ = p? e 1 = sin?¢ si riducono a

—+o0 1
P@r®) = [ e [ —n ety = Ta+h) dad)

0

provando il risultato. In particolare, per a = b = 1/2 la relazione precedente diviene
1
PO/DP = PO AO/21/2) = 1 [ (=) oy =
0

w/2 /2
— / (1 —sin®¢) ~1/2(sin%¢) " Y/22sin ¢ cos p dop = / 2dp =7
0 0

in modo che I'(1/2) = /m. Questo risultato & utile nella teoria delle variabili normali, in
quanto

+o0 +oo 2
[(1/2) = /0 e S¢12d¢ = 2/0 e % dz

e consente quindi di determinare il corretto fattore di normalizzazione di una qualsivoglia
variabile gaussiana.

19. Indipendenza stocastica della varianza stimata e della media stimata di
un sistema di variabili gaussiane indipendenti e identicamente distribuite

Questo risultato costituisce una applicazione notevole del teorema di Craig. Si considerano
le variabili casuali

n

Q1 = Z(:c, —7)? = 2T Az Q2 = 7° = 2T Bz,

=1
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forme quadratiche semidefinite positive delle variabili gaussiane indipendenti a media nulla
e varianza unitaria 7 = (z; ...z,). Risulta allora

n

n n n
Q1 = Z(:c, —7)? = Z:cf —nz? = Zw?—% Z Tix; = Z <(5,-j — %) T
i=1 i=1

i=1 i,j=1 i,j=1
ed analogamente
n
0 1
2 = 5 E T
n? £ 7
t,j=1
per cui le corrispondenti matrici rappresentative sono
1 1

Aijzéij_g (§ Bijzﬁv 1§’L,j§n
Se ne deduce che Vi,j =1,...,n vale
- - 1y 1 1 [& "1 1 n
AB); = S AuBi; = (5,-——)—:— S — —:—(1——):

per cui AB = 0 ed in virtu del teorema di Craig si puo concludere che le variabili Q1 e Q2
sono stocasticamente indipendenti

p(Ql S @17@2 S @2) = p(Ql S @1) : p(QQ S @2) v@lv@Q S RJ’_ .

E allora ovvio che stocasticamente indipendenti risultano anche le variabili Q; ed T, come
pure la stima della varianza e la stima della media

8|

1
1=

Una importante conseguenza di quanto provato e che la variabile casuale

risulta distribuita secondo una distribuzione di Student a n — 1 gradi di liberta, in quanto
T & gaussiana con media nulla e varianza unitaria, mentre Y ., (z; — T)? & una variabile
di X? an — 1 gradi di liberta. O

Osservazione
Lo stesso argomento consente di verificare immediatamente che nel caso le variabili gaus-
siane indipendenti e identicamente distribuite 7 = (1,...,x,) abbiano varianza o2 > 0

e media u, la variabile casuale

segue anch’essa una distribuzione di Student a n — 1 gradi di liberta.
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20. Variabile di Student per il test di confronto delle medie di due campioni
gaussiani indipendenti di eguale varianza

Siano y = (y1,...,yp)T ez = (21,...,2¢)T due sistemi di variabili gaussiane indipendenti
identicamente distribuite, di media j e varianza o. Indicate allora con 7, Z, 312/, s2 medie
e varianze stimate sui singoli campioni

- - 2 1 ¢ 2 2 1 < 2
2 F= 2 m s = o> wimw)t si= ) (m—3)
i=1 i=1 )

g:

aS
Q| =

e con 5% la varianza stimata sul campione complessivo

2 1

§° = ———
p+q—2

(= 1)2 +(q—1)%] = ——— [Z@i Y —z)?] ,

pta—213 i=1

L _ [Py
p+q s

seque una distribuzione di Student a p +q — 2 gradi di liberta.

la variabile casuale

Dimostrazione
La prova del risultato si articola in tre parti. Si tratta di verificare che:

e [Pz
pt+q o

¢ una variabile normale — ossia gaussiana di media nulla e varianza unitaria;

(1) la variabile casuale

(73) la variabile casuale

1 112 - q ~
X = Sp+g-2)st = [Z@i AR Ch Z>2]
i=1 i=1
segue una distribuzione di X? a p + ¢ — 2 gradi di liberta;

(ii7) le variabili £ e X2 sono stocasticamente indipendenti.

Cio fatto la dimostrazione & completa in quanto, per definizione una variabile di Student
av=p+ q— 2 gradi di liberta ¢ data dall’espressione

£ £
V515==Mp+q—2¢}5:

Y | g Y—-Z 1 _ | Pq Y-Z
ptqg o

P q p+q s

(yi =)+ Z(Zz‘ —Zz)?

o ;

7
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che coincide con la variabile casuale ¢ precedentemente introdotta.

In quanto combinazioni lineari di variabili gaussiane di media p e varianza o2, le medie
stimate ¥ e Z sono variabili gaussiane pure di media p e con varianze rispettive

E[(y — 1)*] zp;—Q = % e E[z-p)? = 0=

in modo che anche la differenza delle medie stimate, ¥ — Z, € una variabile gaussiana, di
media nulla

Ey—2) =p—p=20

R

b q

Ne segue che la differenza normalizzata delle medie

P4 Y-z _
1 p+gq

q

e varianza

definisce a sua volta una variabile gaussiana di valor medio nullo e varianza unitaria;
’asserto (i) & provato.

Per dimostrare il punto (i) si scrive preliminarmente la X? come forma quadratica delle
variabili gaussiane y e z, convenientemente normalizzate

x? — i(yi;y)Q"i_ii(Zi;E)Q _

- (58) @-5) yQ“(i“f@—éS“)%

- (52 e

o o

espressione nella quale si sono introdotti il vettore delle variabili gaussiane dell’intero cam-
pione 7 = (yT'21), la matrice reale simmetrica e semidefinita positiva G definita da

-l ©
0 I--Sv
q

e Vm,n € N la matrice S di elementi tutti eguali ad 1
Syt =1 Vi=1,....m j=1,...,n.
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:E —_—
’u, la forma quadratica ottenuta

Data l'indipendenza stocastica delle variabili normali

costituira una variabile di X2 se e soltanto se
G?> =G

ed, in tal caso, il relativo numero di gradi di liberta sara dato dalla traccia trG della matrice
G. In effetti, si e gia verificato al punto 11 che le variabili casuali

p q

D wi-m e Y (x—2)

i=1 =1

seguono distribuzioni di X2 rispettivamente a p — 1 e ¢ — 1 gradi di liberta ovvero, equiva-
lentemente, che le loro matrici rappresentative

1 1
I--SP e I—-§%

p q
sono idempotenti
<H _ lgpp)z —I— lgpp <H _ lgqq)Q —I— lgqq
p p q q

con tracce rispettive
L <pp ! qaq
tr<ﬂ——S ):p—l e tr<H——S ):q—l.
p q

Ne deriva che

2 2
1-ls» o (11 - 1SPP) 0
0 I--su 0 (1- —s%)
) q q
I--S* O
— p 1 =G
0 I--su
q
-l © . .
tr p 1 = tr<H——Spp)—i—tr<H——Sqq) =p+q—2
o) I — =S4 p q
q

per cui X2 ¢ effettivamente una variabile di X2 a p+ ¢ — 2 gradi di liberta, come si voleva
dimostrare.

Verificare 'indipendenza stocastica delle variabili ¢ e X2 — asserto (iii) — equivale a
provare I'indipendenza di €2 e X2. 1l vantaggio ¢ dato dal fatto che &2 costituisce una
forma quadratica semidefinita positiva delle variabili normali indipendenti (z — u)* /o, al
pari della X2, in modo che I'indipendenza stocastica puo essere caratterizzata mediante il
teorema di Craig.
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A questo scopo la variabile £2 si scrive

@ _ P <?>—2)2:: P [?—4¢—(?—-uq2 _ g P{ﬁé
p+ag\ o p+q o p+alp &

QI»—‘

i

ossia

q p q
Yi — 1 zj — 2 1 Yi — Zj — 1
@ - (o) (o2 > Y
p4—q PN o Pit= o o o
che puo anche esprimersi nella forma matriciale

52 _ <$_M)TH$—,U

o o
in termini della matrice reale simmetrica e semidefinita positiva
igpp _ igpq
pq p? Pq
H="—1 1 1
pPta | _ ~guw = gu
qp g

Per il teorema di Craig provare 'indipendenza stocastica di £2 e X2 equivale a dimostrare
I’annullarsi del prodotto matriciale G H, come puntualmente si verifica

1 1
I lgpp 0 _QSpp _ - §pa
P+q 0 I— lgqq _iqu iSqq
q qp q?
. %(Spp _ %Sppgpp) _piq <Spq _ %Sppgpq)
i 1 1 1 1 =0
= <qu _ _Sqngp) — <Sqq _ _Squqq)
qp q q q
essendo
lgppgpp _ SPp lgppgpq _ spa
D D
1 1
Zgugar — Sap 2§uISee — S99
q q

La dimostrazione ¢ completa. O

21. Definizione. Variabile F' di Fisher a (n1,n3) gradi di liberta

La variabile F di Fisher a (n1,n2) gradi di liberta € definita dal quoziente

Uy} X12 /n1

= —==5= 2

in cui i simboli X2 e X2 designano variabili di chz quadrato stocasticamente indipendenti
any ed ng gradi di liberta rispettivamente.

>0

Le variabili X2/n; e X2 /na vengono anche denominate variabili di chi quadrato ridotte.
Pertanto una variabile di Fisher puo essere intesa come il quoziente di due variabili di chi
quadrato ridotte ed indipendenti.
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22. Distribuzione di probabilita di una variabile F' di Fisher a (ni,n2) gradi
di liberta

La distribuzione di probabilita di una variabile F' di Fisher a (n1,n2) gradi di liberta si
scrive N
n1 Uy} "
r(=5) m) +_ Fa!

G

n mignz
(1+2F)

n2
essendo al solito I la funzione gamma euleriana.

Dimostrazione
Conviene partire dalla condizione di normalizzazione per le due variabili di chi quadrato

oo 1 > ny oo 1 2 ny
1 = / d(Xf)We_XI/Q(Xf)T_l/ d(XQQ)We_XZ’/Q(XzQ)T_l
0 271“(7) 0 271“(_)

2
dalla quale, per Fubini, si deduce la relazione
() () = [ ) e ) )
2 2 R+ xR+

L’integrale doppio a secondo membro viene riscritto, sempre per Fubini, come integrale
iterato

nitng n1 no _1liy2 2 ni_ na _
275 () (%) :/ d(»@/ d(AF)e” 2T ()T (ag) F
2 /\2 Rt Rt

ed in quello pill interno si introduce, a X3 > 0 fissato, il cambiamento di variabile X? — F
definito da

n
X2 = —X2F
1 Na 2

che porge cosi

() (%) -
2 2
RS |

= / d(XQQ)/ dF EX2€_%(1+Z_;F)X22 <ﬂ) 2 Fn2—1—1<X22)n12ﬂ_2 _
R+ R n2 no

+
= [ar [ ag) (2) T e e iR
R+ R+ n2

:/ dr <E)7F%‘1/ d(X2) (x2) a2 -1- 3 (1433 F) ¥
R+ na R+

in cui lo scambio nell’ordine delle integrazioni e lecito in virtu del teorema di Fubini. Se
poi VF € RT fissato si pone

2= (1+ 2F)ag
n2
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nell’integrale piu interno a secondo membro, la relazione precedente diventa
ni+ng 1 1

r(ﬂ)r<@) :/ dF (ﬂ)TF"Tl—l/ dz (f) e e
2 2 R+ n2 R+ 2 2 ni 52

(1 n —F)

o

e da essa si ricava

nTl ni 1 niTng
(()r(y) = o () e L [
n 2
R+ 2 <1 I EF) R+
n2

Riconoscendo nell’integrale in u la definizione della funzione gamma euleriana calcolata in
(n1 + mn2)/2, si perviene infine all’espressione

T m 1
() - far ()P E ()
2 2 R+ no I 2

(1+22F)
n2
che fornisce la densita di probabilita cercata
ny + n2
F< ) ny M
2 1 2 F=
p(n1,n2)<F) = n1 no <_) ny+ng ° O
9 9 <1 + —F)
n2

23. Proprieta di reciprocita delle variabili di Fisher

Se F ¢ una variabile di Fisher a (ni,n2) € N? gradi di liberta, la variabile reciproca

1
==
F

seque una distribuzione di Fisher a (na2,m1) gradi di liberta.

Conseguenza immediata del teorema e che per tutte le applicazioni risulta sufficiente calco-
lare e/o tabulare soltanto le distribuzioni di Fisher ad (n1,n2) gradi di liberta con ny < na.

Dimostrazione
Sia F' una variabile di Fisher a (n,n2) gradi di liberta. Se si pone F' = 1/F’ nell’integrale
di normalizzazione della distribuzione di F' si ottiene

ni1 + no -
F( 2 ) nl)g_l =

RGO

ni+ng
2

(1 n EF)
n2
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F<n1 +n2) B o
= [T 2 ) (my¥ (e
0

P ()
2 2 <+n_gﬁ)

N F(m +n2) - "y
_/ T ar 2 <n1)7 ()=
0 r

<ﬂ) F(ﬁ) n2 ni+no nl;n2
2 2 <Ei) 2 <1 N @F,)
ne F’ ni
ny+n ”
F( : 2 2) 7 et

(1) () () =

+oo
- / aF’
0 I 5 <1+@F/) 2
ni

per cui la distribuzione di probabilita di F' = 1/F

n1 +n2 n
F( 2 ) na\ 7 et
_) ni+ng

@)W (e

si riconosce essere una distribuzione di Fisher a (ng,n;1) gradi di liberta. O

p(F') =

24. Consistenza della stima ¥ della media i di una variabile casuale.

Sia dato un campione x1,...,T, di n dati estratti da una popolazione statistica, che si
assumera descritta da una variabile casuale x con distribuzione di probabilita p(z), di
media p1 e varianza o? finite. Allora la media del campione

n
_ _ 1
.CC:.CCn:—E ZT;
n “
=1

fornisce una stima consistente del valor medio p della variabile casuale, intendendosi con
cio che:
(i) E(@n) = pVneN;

(i7) per n — 400 la variabile casuale T = Ty, converge in probabilita al valore

Ve>0 lim plp—e<Z, <p+e =1

n—-+oo

dove plp — e < T, < p+ €| indica la probabilita che T, assuma un qualsiasi valore
compreso fra pu—e e+ €.

Dimostrazione
La verifica della prima parte ¢ immediata e segue dalla linearita della media

n

B(@) = B(@,) — E[Y ui] - Ty B = 23 = =

=1
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Per la convergenza in probabilita di z,, a u e sufficiente dimostrare che la variabile casuale

T, ha varianza finita e tendente a zero per n — 4+o00. Data 'indipendenza stocastica delle
variabili casuali x;, vale infatti:

var(Z,) = E[(T, — p)?] = E[i [Z(:cz - u)r} = % i (i — p)(z; —p)] =

ij=1

per cui comunque si assegni un € > 0, dal teorema di Tchebyshev segue che

ev/n o e/n o 1 o2
P[M—ESTTLSM—H?]:P[M—i—ﬁfnﬁu—k——}Zl— 2 :1__2_
o \/n o \/n <5 n) g2 n
o
Dovendo poi essere
2
o° 1 _
- —<plp—e<Tp <p+e] <1
g2 n
e risultando )
1
lim 1-2 = =1
n——+0o0o E“n
se ne conclude che
lim plp—e<T, <pt+e =1
n—-+oo

in modo che I’asserto di convergenza in probabilita ¢ dimostrato. O

25. Consistenza della stima s della varianza o2 di una variabile casuale.

Sia dato un campione x1,...,T, di n dati estratti da una popolazione statistica, che si
assumera descritta da una variabile casuale x con distribuzione di probabilita p(z), di
media p, varianza o2 e momento quarto E[(x — p)*] finiti. Allora la varianza stimata sul
campione

Con-—1
i=1

fornisce una stima consistente della varianza o? della variabile casuale, intendendosi con
cio che:
(i) E(s2) = 0> Vn € N;

2
n

2

(ii) mel limite n — +oo la variabile casuale s*> = s2 converge in probabilita al valore o

Ve>0 lim p[02—5§3i§02+5]:1

n—-+oo

dove plo? — e < s2 < 02 + €] indica la probabilita che s% assuma un qualsiasi valore
compreso fra 0? — e e 0% +¢.
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Dimostrazione
Al solito, molto semplice e la verifica della prima proprieta

n

E() = B(s}) = ——E[3 (& ~7] =

M P
_ nilEém—m?—zim_M)@_MHi@_M )
N nilE:i_i(”%_“)2_27’(T—M)2+n(f—u)2} _

= nilE i(fﬂi—u) —n(f—u)ﬂ _

- nil[éE[(%—M)Q]—nE[(m—u)Q]} _
A

La convergenza in probabilita di s2 a o2 viene provata anche in questo caso dimostrando
n

che la varianza di s2 ¢ finita Vn € N e infinitesima per n — +o00. Vale infatti

var(s2) = El(n ! 1 S (o — %) 02)2] _

=1

n

- 2 (S -t ) )] -

=1

~E| ot (i(:ci =t ) = 2 (S i) o] -

n—1

|
_ ﬁ@l(i(m )P — (T - M)Q)Q} ot

=1
L’ i i C lcol 1
aspettazione residua puo essere calcolata nel modo seguente

E[(i(% ) (@ - M)Q)Q} = E[(i <5z‘j — %)(:cZ —p)(xj — M))Q} —

“&[ 3 (5 - ) (bu— )~ e — o — ) =) =
ijkl=1
= 3 (5= 1) (5= 1Y Bt — s — e — s — )
ijkl=1

Stefano Siboni 41




Dottorato di Ingegneria dei Materiali Note matematiche

ricordando che per 'indipendenza stocastica delle variabili z; i soli momenti centrali quarti
non banalmente nulli sono quelli per i quali gli indici (7, j, k, ) risultano o tutti coincidenti
o coincidenti due a due.

Nella sommatoria precedente si hanno cosi:

— n termini con ¢ = j = k = [, per cui risulta

1 1 142 .
(35 = =) (0 = - ) Bl — )@y = w)(an = e = w)] = (1= ) El(zi — )"
— n(n — 1) termini con i = j, j # k, k =, per i quali si ottiene

(8 = ) (6w = 2 )Bltws = ey — o — )G — )] = (1) o

— n(n — 1) termini del tipo i = k, j =, i # j, per cui vale

(8 = ) (3 = 3 Bl — (o5 — ok =)o — )] = 0

— ed infine n(n — 1) termini caratterizzati da i = [, j = k, i # j, con ancora

(805 = ) (Bus — - )l — ) — ) (ae — )y = )] = 0

Il risultato cui si perviene e pertanto

= m;l)QE[(%—M)4]+n(n—1)<1—%+%+%)04 =
_ [ ;1)21@[(;8, — '+ nm-1)(1- =+ %)04

in modo che

" n -1 n  n?
= Bl -+ S
= —E[(x: —p)*] - 2,,75(;: 3:_1)712 ot -
= JElw = )] + oo
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successione convergente a zero per n — +oo, grazie all'ipotesi E[(x; — p)%] < oo. Dal
teorema di Tchebyshev si conclude allora che per ogni € > 0 assegnato deve aversi

plo? —e<s2 <o?+¢e] = p[a2 SR — var(s2) < s2 < o? + ;\/Var(s%)
var(s2 var(s2)
1 1
-1 _q_ 2
>1 < z )2 1 52\78&(3”) o 1
var(s2)
e dunque
lim plo? —e<s2 <o’+e] =1

n—-+oo

come richiesto. O

26. Prodotto tensoriale di spazi vettoriali reali di dimensione finita

Prodotto tensoriale di R* e R?
Dati gli spazi vettoriali R* e R?, si definisce prodotto tensoriale di R® e R?, e lo si indica
con R® ® R, lo spazio vettoriale di elementi
zi; €R i=1,...,a j=1,...,b
munito dell’operazione di somma che Vz,y € R* ® R? & definita da
(x4+v)ij = Tij + Yij i=1,...,a j=1,...,b

e dell’operazione di prodotto per uno scalare che VA € R e z € R* ® R? si esprime come

(Ax)ij = Azij i=1,...,a j=1,...,b.
Prodotto tensoriale di vettori di R® e R?

Indicate con eq,...,eq € fi,..., fy rispettivamente una base di R® e una base di R®, per
ogni € R® e per ogni y € R® vale ovviamente

a b
T = E T;€4 E Y;f;
i=1 j=1

e si puo allora introdurre la nozione di prodotto tensoriale x ® y fra i due vettori x e v,
definito da et
($®y)ij§$iyj t1=1,...,a j5=1,...,b.

Base e dimensione di R* ® R?
I prodotti tensoriali fra i vettori di base

e ® f; t=1,...,a j5=1,...,b
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corrispondono ai tensori di R® ® R? le cui ab componenti sono tutte nulle salvo una
(i @ fj)nk = Oindjk i=1,...,a j=1,...,b
ed e immediato verificare che I'insieme di tali prodotti tensoriali
{ei®f;, i=1,...,a, j=1,...,b}
costituisce una base di R* @ R, sicché
dim(R* @ R®) = dim(R*)dim(R®) = ab.

Notazione
Per ogni z € R* ® R si scrive formalmente la sommatoria simbolica

a b
T = szﬂijez‘ ® f;

i=1 j=1

e le operazioni dello spazio vettoriale diventano

a b a b a b
Tty = Zzwijei ® f; —i—ZZyijei ® f; def ZZ(”T” +yij)ei @ fj

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

a

\r = A(Ziwijei ® fj) def <ii)\$ijei ® fj) )

i=1 j=1 i=1 j=1

mentre il prodotto tensoriale di due vettori assume la forma

a b
TRY =Y > miye®f;.

i=1 j=1

Prodotto scalare in R® ® R®
E anche possibile dotare lo spazio prodotto tensoriale di una struttura euclidea naturale,
per mezzo del prodotto scalare

a

a b a b b
(zly) = <Zz$ijei®fj Zzyij€i®fj> =) @iy

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

rispetto alla quale la base {e;® f;, 1 <i < a,1 < j < b} risulta per definizione ortonormale

a b a b
(e ® filen @ fi) = D) (i ® fi)pg(en ® fi)pg = > > Sip0iaOnpOhg = Sini -

p=1lg=1 p=1g=1
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Operatori lineari su R* ® R?
La definizione e la stessa che si introduce per un generico spazio vettoriale. Per operatore
lineare su R* ® R? si intende percid una applicazione Q di R* ® R? in sé

Q:RQRF — S R*®R?
per la quale risulta

Qaz + By) = aQz + [Qy Va,0eR Vaz,yc R*@RY.

Rispetto alla base {e; ® f;, 1 <i < a, 1 < j < b} l'azione dell’operatore viene descritta
mediante una appropriata matrice di rappresentazione [(]

a b
Qei® f;) = 3. [Qukijen®f  1<i<a 1<j<b

h=1k=1
per cui risulta
a b a b a b
Qz) = Q(szﬂijez‘®fj) = ZZJC”Q e @fi) =D 3 I [Qlukijrijen® fi
i=1 j=1 i=1j=1 h=1k=1i=1 ]:1
e conseguentemente
a b
Q@)he = YO [@lnkijri; 1<h<a 1<k<b.
i=1 j=1

Combinazione lineare di operatori lineari su R* @ R®
Dati due operatori lineari A e B in R* @ R?, e due coefficienti reali «, 3, la combinazione
lineare oA + BB & l'operatore lineare su R* @ R® definito da

(A + pB)x = aAxr + BBz VzeR*@R°.

Tale definizione coincide con quella data per gli operatori lineari su spazi vettoriali arbitrari.
E immediato verificare che la matrice rappresentativa di aA + 3B rispetto alla base degli
e; ® f; € data dalla corrispondente combinazione lineare delle matrici rappresentative di A
e B

[0A+ BBlijne = alAlijnk + B[Blijnk Vi, j,h,k.

Prodotto tensoriale di operatori lineari su R* e R?
Dati due operatori lineari, A su R e B su R®

A: R* — L R® B: R — R
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descritti rispetto alle relative basi {e1,...,e.} e {f1,..., fo} dalle matrici rappresentative
[A] e [B]
a b
Aei = > [Alpen 1<i<a  Bfj = [Blfi 1<j<b,
h=1 k=1

si definisce prodotto tensoriale degli operatori ’'operatore lineare A ® B di R® ® R® in se
la cui matrice rappresentativa rispetto alla base {e; ® f;, 1 <i <a, 1 < j < b} si scrive

[A®B]hk,ij = [A]hz[B]k] 1 Sh,kga 1§’L,j§b

Introducendo per brevita la convenzione di somma sugli indici ripetuti, 1’azione dell’ope-
ratore A ® B su un generico vettore z € R® ® R & descritta da

A® Bx = z;; A® B(e; ® f;) = xi;|[A® Blakijen @ fr = xij[Alnk[Blijen @ fx

per cui
(A® Bzx)ij; = [A® Blijnxnk = AinBjrTnk -

Si osservi che se applicato ad un prodotto tensoriale di vettori = e y, il prodotto tensoriale
ha I’azione seguente

AR B(x ®y) = [A® Bluk,ijriyjen @ fr = xiyi[Alni[Blrjen @ fi =
= (Ax)n(By)ken @ fr = (Ar) ® (By).

Aggiunto di un prodotto tensoriale di operatori lineari
L’aggiunto in R* ® R® del prodotto tensoriale A @ B degli operatori lineari A in R® e B
in R® ¢ dato dal prodotto tensoriale degli operatori aggiunti

(A Byt = AT B*.
Basta infatti osservare che per ogni z € R® ® R? vale
(y|A® Bx) = vij(A® Bx)ij = vij[A® Blijnrtnk = Yis[AlinBljkwnk

e poiché le matrici rappresentative degli aggiunti di A e B nelle basi rispettive soddisfano
le condizioni

ailA]ijB; = [AT)jiuB; V(at,...,aq), (B1,...,0.) €R?
&G[Blijn; = [BT&m; V&, &), (m,...,m) €R

si conclude che

(y|A ® Bx) = [AT]niyij [Bljkank = [AT i B kjyigane =
= (A" @ Bfy)ppane = (AT @ BYylz)
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per cui (A® B)T = AT ® BT, come affermato.

Composizione di operatori prodotto tensoriale
Si considerino in R* ® R? i prodotti tensoriali

A® B e C®D
degli operatori lineari A, C' in R® e B, D in R®. Vale allora l'identita
(A B)(C® D) = AC ® BD. (26.1)
Rispetto alla base degli e; ® f; risulta in effetti

[(A® B)(C @ D)ijnk = [A® BlijpqlC ® Dlpg.nk =
= [A]ip[B]jq[C]ph[D]qk = [A]ip[c]ph[B]jq[D]qk =
= [AC]Zh[BD]jk = [AC@BD]ijyhk

e dall’arbitrarieta degli indici i, j, h, k segue I’asserto.

Proprieta (pseudo)distributiva del prodotto tensoriale rispetto alla somma di
operatori lineari

Dati gli operatori lineari
AB:R'——R* ¢ (C:R ——R
vale la proprieta di tipo distributivo
(A+B)®C = A®C+B&C (26.2)

ove si convenga che nell’espressione a secondo membro i prodotti tensoriali abbiano la
precedenza sulla somma. Rispetto alla base degli e; ® f; si ha infatti, per un qualsiasi
z € R* ® RY,

(A4 B)®Cz);j = [(A+ B) ® Clijhkxne = [A+ Blin|Cljktne =

[
([Alin + [Blin)[Cljkxne = [Alin[Cljkxnk + [Blin)[CljkTnr =
= [A
= (

® Clijnkxhk + [B ® Clijhkxne = [AQRC + B ® ClijnkThi =
(A®C + B® )z

come richiesto.
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27. Operatori di proiezione ortogonale utili per ’analisi della varianza

Sottospazio vettoriale N,
Nello spazio vettoriale R™ si considera la base canonica {ej,...,e,} e si indicano con
x1,...,%y le componenti di un generico vettore x rispetto a tale base, in modo che

n
= (T1,...,2y) = Z:c,-e,-.
i=1
Lo spazio vettoriale si intende munito dell’usuale prodotto scalare
n n
y) szyz Vo =Y e, y=> v
i=1 i=1

Si introduce il sottospazio N,, dei vettori di R™ le cui componenti rispetto alla base canonica
hanno somma nulla

.CE

N, = {w:ZwieiER” : Z:c,-:o}
i=1 i=1
ed il relativo complemento ortogonale in R"
={zeR" : (ylry =0 Vye N,}.

Struttura di NnL
Si verifica che

Nt ={z = (21,...,20) ER" : z; = x; Vi,j=1,...,n}

n

cioe che il complemento ortogonale di N,, e il sottospazio dei vettori le cui componenti
rispetto alla base canonica sono tutte eguali fra loro. Se infatti 2 € N;- si ha che

n
(ylx) = Zw,y, =0  Vyi,...,yn : Zyi =0
i=1

e siccome una scelta possibile dei vettori y ¢ costituita dagli n — 1 vettori (linearmente
indipendenti)

y" = (0,0,...,1,-1)
ne deriva che le componenti di x devono soddisfare le relazioni

1 —x, =0
To —x, =0
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per cui x; =z, Vi=1,...,n —1 e di conseguenza
Ti = T Vi,g=1,...,n.
Risulta in tal modo verificata I’inclusione
N:C{e = (21,...,20) ER" : x; = x; Vi,j=1,...,n}.

Viceversa, supposto che x abbia componenti tutte eguali ad un a € R, si avra
n n
(ylo) = yia=ad y =0 VyeN,
i=1 i=1

per cui € N;- e quindi
{x = (x1,...,0,) €ER™ : 2, = x; Vi, j=1,...,n} C N+
col che 'affermazione & dimostrata.

Dimensione di N, e NnL
La dimensione di N segue immediatamente dalla definizione

dimN; = dim{z = (21,...,2,) €ER" : z; =2; Vi,j=1,...,n} =1
Poiché inoltre le dimensioni di N,, e N;- sono I'una il complemento a n dell’altra
dimN,, + dimN;- = n.

si deduce che
dimN,, = n—dirnNnL =n-—1.

Scomposizione di R" in somma diretta di N,, e N;-

Lo spazio R" puo essere scritto come somma diretta dei sottospazi ortogonali N,, e Nni.
Sebbene questa affermazione segua dai teoremi generali sul complemento ortogonale, con-
viene verificare esplicitamente il risultato in modo da ricavare la forma assunta dalle
proiezioni su N,, e N;- di un generico vettore z € R”. Per ogni = (x1,...,1,) € R" si
puo scrivere infatti

1 & 1 &
.CC,‘Z.CC,'—EZlSCj—l—EZlZCj V’i:1,...,n
J= J=

con i vettori v e w, di componenti rispettive

1 n
’U,‘ZSE,‘—EE Ty V’i:1,...,n
J=1

n
1
w,-:—g X,
n 4=’
Jj=1
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che appartengono 'uno allo spazio N,, e 'altro al complemento ortogonale N;-. Vale in
effetti
n n 1 n n n
sz‘ :Z<ZC1—52$]) :Z.CCZ'—ZSC]' =0
i=1 i=1 j=1 i—1 e

mentre la componente w; = Z?Zl xj/n ¢ indipendente dall’indice 4, per cui
R™ = N, + N .
Dal momento che inoltre
re€ N,NNY = (zz) =0 <= 2=0

per cui
N, NN+ = {0},

si conclude che
R™ = N, ® N:-.

Operatore di proiezione ortogonale su N,
La scomposizione in somma diretta R"® = N,, @ N, implica che ¥z € R" esistono un unico
vettore v € N,, ed un unico vettore w € N;- per i quali risulta z = v + w. E cosi definita
I’applicazione

P:2eR" —wveN,.

Linearita dell’operatore di proiezione P
La linearita di P segue immediatamente dalla definizione di somma diretta. Se infatti

r=v+w vEN,, wecN-

/

¢ =v +uw v EN,, weNt
allora per definizione v = Px e v/ = Px’. Inoltre, VA, € R si ha

Az + Nz’ = ANv+w)+ N0 +w') =
= X+ Nv' + dw + N’

ma poiché Av + Nv' € N, e Aw + Nw' € N;-, essendo N,, e N;- sottospazi vettoriali di
R"™, si conclude che

Pz + Na') = v+ \Nov = APz + NPx'.
Idempotenza dell’operatore P
Per x € R™ arbitrario vale

Pxr = Px+0
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con Px € N,, e 0 € N;-. Dalla definizione di P segue pertanto che
P?z = P(Pz) = Pr  Vxc€R"
e che quindi 'operatore e idempotente
pP?*=P.

Simmetria dell’operatore P
Per ogni z,y € R" risulta

(r/Py) = (Px + x — Pz|Py) = (Pz|Py) + (x — Px|y)

e siccome x — Pz € N;-, Py € N,,, il prodotto scalare (x — Px|y) si annulla e I’espressione
si semplifica in

(z/Py) = (Px|Py).
L’ortogonalita dei vettori Px € N,, e y — Py € N;- consente poi di scrivere
(z|Py) = (Pxz|Py) + (Pzly — Py) = (Pxzly — Py + Py) = (Pzly)

e di provare cosi il risultato.

Operatore di proiezione ortogonale su N;-
E evidente che I'operatore I — P definito per mezzo della relazione

(I -P)x = xz— Pz Ve R"
costituisce I'operatore di proiezione ortogonale sul sottospazio N;. Cio in virtu della
identita
x =Pr+x—Pr =Pr+Iv—Pr = Pr+(I—-P)x
nella quale Pr € N, e (I — P)x € N;-.

Rango degli operatori Pe 1 — P
Il rango dell’operatore P concide con la dimensione del suo range

rank(P) = range(P) = dimN,, = n—1
e lo stesso dicasi per 'operatore I — P

rank(l — P) = dimN;" = 1.

Nullita degli operatori P e I — P
Le nullita degli operatori vengono dedotte dalle relazioni

dimker(P) + dimrange(P) = dim(R")

Stefano Siboni 51




Dottorato di Ingegneria dei Materiali Note matematiche

dimker(I — P) + dimrange(I — P) = dim(R")

ovvero dal fatto che range e kernel dei due operatori si corrispondono scambievolmente

ker(I — P) = range(P)

range(l — P) = ker(P).
In effetti

rekerl-P) = ([(-P)zr=0 = =z =Pr = xcrange(P)
e, viceversa,

x €range(P) — x = Py, yeR" =
(I-P)z = (I—-PPy=Py—Py=Py—Py=0 = z¢cker(l—P)

per cui ker(I — P) = range(P). In modo analogo
zerangel-P) = 2= (I-Ply,yeR" =

Pr = PI-P)y = Py—P?’y=Py—Py=0 = 1x¢cker(P)

reker(P) = Pr=0 =—
r=2—-0=2—-—Pr=(1-P)zr = zcrange(l—P)

con la conseguente identita range(l — P) = ker(P). In ogni caso le nullita valgono

dimker(P) =1 e dimker(I - P) = n—1.

Prodotti tensoriali di operatori P e [ — P

Si considerino in R* e R?, rispettivamente, gli operatori lineari di proiezione ortogonale su

N, CR%e N, C Rb
P :R* —— N, P, : R ——— N,
secondo la precedente definizione. Si puo allora scrivere la seguente scomposizione
[=1l=0-P)(I-PR)+PA(-P)+([-P)0P+P P
con gli operatori lineari

I-P)@I-P) : R*@R® ——— N @ N;-
PP(I-P) : R*QR® ——— N, ® Nt
I-P)®P, : R"QR® ——— NI @ N,

PP®P, : R*"QR®> ——— N, ® N,
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simmetrici, idempotenti e di ranghi rispettivi

: 1 1

dim(N, ® N;

: 1

dim (N, ® N;

dim(N; @ N,
dim(N, ® N,

im N: - dimN;- = (a—1)(b—1)
imN, - dimN;- =1(b—1) =b—1
imN; - dimN, = (a—1)1 = a—1
imN, -dmN, = 1;

d
d
d
d

~— — —  —

inoltre, la composizione di due qualsiasi degli operatori predetti ¢ nulla.

La relazione (27.1) & una immediata conseguenza della proprieta distributiva (26.2)

[=Il=I0-P+P)(l-P+P) =
=[-PA+P)(I-P)+(I-P+P)® P =
=I-P)(I-P)+PA((-P)+([-P)PR+P 3P

mentre 1 ranghi degli operatori coincidono con le dimensioni dei rispettivi codomini. La
simmetria degli operatori (27.2) si deduce dall’espressione dell’aggiunto di un prodotto
tensoriale e dalla simmetria di P;, P>, per esempio

(I-P)oI-P)" =I-P)"0(1-P)" = (I-P)@ (- P)

(la dimostrazione € analoga negli altri tre casi). L’idempotenza si verifica usando la formula
(26.1) di composizione fra prodotti tensoriali di operatori lineari e I'idempotenza di Py, P,

(I-P)@(I-P))?* = ([-P)e0I—-P)* = (1-P)o(0-P);

la stessa formula consente di provare ’annullarsi di tutte le composizioni fra gli operatori
(27.2), ad esempio

(I-P)@I-PR)(PLel-R)=(1-P)P)(I1-P)? =02(1—-P) =0.

28.  Analisi della varianza (ANOVA)

L’analisi di varianza (ANalysis Of VAriance, ANOVA) si applica a set di dati organizzati
secondo lo schema seguente

Tijk 1<i<a, 1<753<b, 1<k<Zec.

Le variabili
{.CC,‘jk 5 1 S k S C} (28.1)

rappresentano i risultati di ¢ misure ripetute di una grandezza x sotto particolari condizioni
quantitative o qualitative specificate dai valori assegnati degli indici 7 e j. Tali condizioni
quantitative o qualitative sono note come fattori: l'indice ¢ si riferisce al primo fattore,
suscettibile di assumere a diversi livelli, mentre 'indice j ¢ relativo al secondo fattore,
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per il quale ricorrono b livelli differenti. A titolo di esempio, si puo considerare il caso
di un materiale di cui si determina una particolare proprieta fisica, quale potrebbe essere
I’energia libera superficiale. Campioni identici del materiale vengono sottoposti ad un
trattamento consistente nell’attacco chimico

(1) mediante un reagente scelto in un set di a reagenti prestabiliti,

(77) eseguito ad una data temperatura, scelta fra b temperature di riferimento predefinite.

L’energia libera superficiale del materiale ¢ la grandezza x. Si individua il tipo di reagente
utilizzato mediante un particolare valore dell’indice ¢+ = 1,...,a. Il reagente costituisce
il primo fattore. La temperatura del trattamento viene specificata assegnando il valore
del secondo indice j = 1,...,b; tale temperatura di trattamento rappresenta il secondo
fattore del sistema di dati. A reagente e temperatura di trattamento assegnati (i e j
fissati) si eseguono ¢ misure ripetute dell’energia libera superficiale del campione, ciascuna
individuata da un valore del terzo indice £ = 1,...,c. I risultati vengono rappresentati
nella forma (28.1). Non e necessario assumere, in generale, che il numero di prove ripetute
sia sempre lo stesso — ¢ — per ogni scelta dei livelli ¢ e j. L’ipotesi viene introdotta
soltanto per semplicita di notazione.

Si puo ritenere che 'effetto del trattamento sia quello di modificare il valore dell’energia
libera superficiale del materiale, in modo che i valori medi delle variabili (28.1) vengano
a dipendere dagli indici ¢ e j che specificano il trattamento. Le variazioni delle variabili
all’interno di ciascuno dei set (28.1) si assumono puramente casuali, non potendo essere
interpretate o “spiegate” come dovute ai diversi trattamenti.

In definitiva, un modello statistico semplice del sistema di dati ¢ il seguente
Tijke = Mij + Eijk 1=1,...,a, j7=1,...,b, k=1,...,c
dove:

— le g;;; si assumono variabili casuali gaussiane indipendenti identicamente distribuite
J )
di media nulla e varianza o?;

— clascuno dei coefficienti p;; si identifica con il comune valore medio di tutte le variabili
Lijk, k= 1,...,6.

In conseguenza del modello assunto, ¢ evidente che tutti i dati x;;, sono intesi come varibili
casuali gaussiane indipendenti di eguale varianza 0% e media j;;, quest’ultima dipendente
— almeno in linea di principio — dal particolare trattamento (i, j).

Dal punto di vista formale conviene introdurre i vettori z, u € R* ® R? ® R¢ di componenti
ovvie

Mijk = pij € Tk Vi 0k
unitamente agli operatori di proiezione ortogonale gia definiti al punto precedente:
P :R* — N, CR?
P,:R ——— N, CR
P; : R® — N, CR°.
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Scarti, devianze e rispettive scompozioni

Dall’identita
Il =I-P)@(I-P)+PARI-P)+(I-P)3P+P®P (28.2)

e dalla proprieta distributiva del prodotto tensoriale di operatori rispetto alla somma segue
che

I1RI®I =[0I (I—P;)+I®IeP; =
=[I-P)@I-P)+PAQ([I-P)+([I-P1)@ P+ P1® P ([- P3)+
+IR1I® P;

per cui
X :<H—P1)®<H—P2)®<H—P3)ZE+

+P®(1-P)® (- P+

+(I-P)®@ P& (I— P3)z+ (28.3)
+P1 ®P2 ® (H — P3)$+
+I®I® Psx

e conseguentemente

r—I-P)@(1I-P)(I-P)z =PI —-P)® (- Ps)z+
+(I-P)®@ P (I — Pzt
+P @ P,® (I — Ps)x+
+I®I® Px .

(28.4)

Calcolando il modulo quadrato delle espressioni a primo e a secondo membro e usando le
proprieta degli operatori di proiezione si perviene infine all’identita

2= (- P)®([I—-P)® (- Pzl =|P@([-P) (- P)z|’+
+|(I—P)® P, @ (I - Py)z|*+
+|P @ Py (I— Py)a|’+
+}H®H®P3:c}2.

(28.5)

Con la definizione delle medie totale e parziali

wooodéfé Z Z Z Tijk
wioodéfi Z Z Tijk
7 k
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def 1 1
ogo— g g Tijk
def1
’L]._ E Tijk

(I=P) @ (I — P3)x|ijk = Teee

P1 ® (H_PQ) ® (H_PS)w]ijk = Tie0 — Leee

[
[
[(I-P)®
[P ® Po®
[

Py @ (I = Ps)zlijk = Tejo — Tees (28.6)

(H - PS) ]zjk = Tije — Liee — TLeje + Teoe

H®H®P3$]Z]k‘ = Tijk — Lije

in modo che le equazioni (28.3), (28.4) e (28.5) diventano

T = Teeet

+ Tieo — Teoe T
+ Tejo — Teset (287)
+ Zije — Tiee — Teje T Teeet

+ Tijk — Tije

T — Teeoe — Liee — LeoeT
+ Leojo — wooo+
’ (28.8)
+ Zije — Tiee — Tejeo T Teeet
+ Tijk — Tije
Z(wzjk - .CC...)Q - Z(-xioo - wooo)2+
ik ik
+ Z(-xojo - wooo)2+
e
’ (28.9)
+ Z(-xijo — Tiee — Teje T $ooo)2+
+ Z(SEUk — .CCz'j.)Q .

L’equazione (28.8) permette di esprimere lo scarto totale ;i — Teee come somma degli

scarti:

Tiee
Teje
Tije

Tijk

Stefano Siboni

— Teoe
— Teoe
— Tiee — Teje + Teoe

— Tije

“spiegato” dal primo fattore (relativo all’indice 7)
“spiegato” dal secondo fattore (relativo all’indice j)
“spiegato” dall’interazione fra i due fattori

“non spiegato”
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che ne forniscono la scomposizione. In forza della (28.9), un risultato analogo vale per la
devianza S5, o somma dei quadrati degli scarti, esprimibile come somma delle devianze

SSl - Z(-xioo - w...)Q

SSy; = Z(-ﬁﬂojo - -55000)2
SS12 = Z(Sﬂz‘jo — Tiee — Teje + SC...)Q
SSu = Z(-xzyk - wijo)Q

per cui si ha

“spiegata” dal primo fattore

“spiegata” dal secondo fattore

“spiegata” dall’interazione fra i due fattori

“non spiegata”

SS = SS; +55,+ 5512+ S5S,.

Parametri del modello

L’identita (28.2) consente di riesprimere il vettore dei valori medi p nella forma

p=Ily=0-P)I-Pl)u+PA@([I—-Plu+(I—P)RPu+ P& Py

che per componenti si riduce a:

Pij = Hee + (fie — flee) + (floj

— flee) + (f1ij

— Hie — Hej + ,Uoo) .

Per semplicita conviene introdurre la seguente notazione per le medie totale e parziali delle

componenti di p:

def 1

Z Zuw -

1
ab Z,uij
(%]

def 1 1
Hie = b IU“L] = g ;,Uij
def 1 1
Hej = ZIU“LJ = az,uij
e definireVi=1,...,a, j=1,...,b i simboli:
def
=[I-P)@ (= P2)ulij = fee
def
= |P &® I—-P — Hie — Hee
def[ 1 @ ([ = Po)plij = pie — 1 (28.10)
= [(I—P1) @ Papiij = flej — Hee
def
(a ) = [P1 ® Paptlij = ftij — [ie — floj + [les
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in modo che risulta
uij:uo—kai—kﬁj—k(aﬁ)ij Vi=1,...,a, Vj=1,...,b.

Il coefficiente j19 individua una stima complessiva di j;; che non tiene conto nel dettaglio
dei fattori i e j; i parametri a; descrivono leffetto del primo fattore (associato all’indice 7)
sul valore medio p;;, indipendentemente dal secondo fattore; analogamente, i coefficienti
B; specificano Deffetto del secondo fattore (relativo all’indice j) sul valore medio p;; a
prescindere dal primo fattore; gli («f3);; rappresentano infine dei termini di interazione fra
i due fattori (responsabili del fatto che le differenze del tipo u;; — pir dipendono dall’indice
fissato i, o che, analogamente, p;; — pun; dipende da j).

II modello statistico del sistema diventa pertanto

Tijk = po + o + B + (af)ij + €iji

ZO&,‘ =0 Zﬁj =0
Y (@B =0 Vi > (ap)y =0 Vi

? J

con

(28.11)

e le g;5, variabili casuali indipendenti gaussiane di media nulla e varianza o2,

Stima di best-fit dei parametri
La stima campionaria dei parametri o, §;, (af);; viene eseguita usando il metodo dei
minimi quadrati. Si tratta di esprimere in termini di tali parametri la funzione di merito

S(n) = Y (wij — wigne)* = (p— alp — )

ijk

vale a dire la somma dei quadrati degli scarti delle variabili casuali indipendenti z;;x
rispetto ai relativi valori medi p;;. A questo scopo conviene osservare preliminarmente che
siccome (I — P3)u = p e Py =0, deve aversi

p=II([1—-P)u+ Il Pyu =
= (1-P)®[-P)®([-Pu+P®([—P)o (- Ps)ut
+I-P)PRI-Pu+PioP@(I-P)p+I11® Py

per cui, sottraendo membro a membro dalla (28.3)

z—p=0-P)@[0-P)[0-P)z—p+
TP @[ P) @0 —Ps)(x—p)+
+I—-P)@P,® (1 — Ps)(x — pu)+ (28.12)
+PLR@P, @ — Ps)(x — p)+
+I®I® Ps(x — p)
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e per il carattere autoaggiunto e idempotente degli operatori di proiezione

(x — plr —p) =

sicché

(£ —p|lI—=P)@ 0= P) &[0 —Ps)(z—p)+

+ (@ —pPr@ (- P) @ [0- Ps)(z—p)+
+ (@ —pll—P) @ P [ = Ps)(z— )+
+ (- pPr @ P (I-Ps)(z —p)+
+ (z —plele Py(z—p)

o —pl® = [I=P) @I -P) @ (- P)—p)| '+
+}P1® (I-P)e (- P3)(x }—i—
+}LJﬂ®%®@—%MH )+

Basta allora inserire le definizioni (28.6) e

sta

(MO? 767055)

+ }P1®P2®(H—P3)SC—
+ }H@H@Pg(:c—u)}Q.

}+

(28.10) per ottenere la funzione di merito richie-

Y @ije = 1ig)® = Y (Tees = p10)*+

ik ik
+ Z(-xioo — Teoe — Oéi)2+
+ Z(-xojo — Teoe — ﬁj)2+
+ Z[wijo — Tiee — Teje T Teee —

+ > (@ijr — Tije)®

ijk

(aB)iz]*+

(28.13)

il cui mimino deve essere determinato tenendo conto delle condizioni (28.11). E immediato
verificare che detto minimo si ottiene per la seguente scelta dei parametri:

HOo = Leee
Q; = Tiee — Leee Vi
ﬁj = Tejo — Leoe v]

(aﬁ)’u = Zije — Tiee — Teje T Teee V’L,j .

E sufficiente osservare che i valori precedenti rendono minima la funzione obiettivo (28.13),
annullandone i primi quattro termini a secondo membro, e che nel contempo soddisfano i
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vincoli (28.11):

Zo‘i = Z(:cz-.. — Tess) = (Tees — UTess = 0
Zﬁj = Z(.ﬁﬂojo - -xooo) = DZeee — DTeee = 0

J J

D (@B)ij = (Tijo — Ties — Tejo + Tess) = UTejo — ATess — Uuje + ATess = 0 V]
Z(aﬁ)’u = Z(-xzjo — Tiee — Teje T -T..o) = DZiee — bTiee — DTeee + DTeee = 0 Vi.

J J

Incidentalmente, il valore minimo della funzione obiettivo coincide con la devianza non
spiegata
. _ 2 _
min  S(po, o, B, ) = Z(Sﬂzgk — Tije)” = S5y

H07a7ﬁ7aﬁ ..
ijk

ovvero con l'ultimo termine quadratico, non negativo, della (28.13).
Allo stesso risultato si perviene, ovviamente, applicando il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange.

Variabili di chi-quadrato
Dalla relazione (28.13) si deduce:

1 1
) Z(fﬂz‘jk — pi)? = ) Z(:c... — f10)*+
ijk ijk

1
+ ; Z(-xioo — Zeoe — Oéi)2+
ijk

1
+ ; Z(-xojo — Teoe — 6])2+

1
T2 D [Tije = Tiee = Tajo + Tase — (aB)ij]*+
1
+ F Z(Sﬂmk — .CCz'j.)Q (28.13)

Ma poiché, con ovvio significato dei simboli, deve aversi

Teee = [0 T Ceoe

Tiee = [0 T O + Ejee

Teje = [0 + Bj 4 €eje

Tijo = po + @i + Bj + (aB)ij + €ije
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risulta
Leoe — MO o Ceoe
g N g
Ziee — Leee — (i  Ejee — Ceee
g N g
Leojo — Leoe — 6] o €eojeo T Eeoe
g N g
Tije — Tiee — Teje T LTeee — (Oéﬁ)ij __ Eije — Ejee — Ceje + Coee
g N g
Tijk — Tije  Eijk — Eije
g N g
e quindi
1 9 Ceve \ 2 € €
S = ()’ - (- mon- e -]
ik ik

%Z(:ci.. — Tewe — ) = 2(1)2 = (C|peoa-rea-p))

ijk ijk g
1 Eeje — Ceooe 2 9 9
ﬁZ(.fCojo_Zﬁooo_ﬁj)Q - Z(%) = <;’(H—P1)®P2®(H—P3)—>
ijk ijk g
1 Eije — Eiee — Eeje 1 Eove \ 2
ﬁ Z[.ﬁﬂz]o — Tiee — Leje T Teoo — (aﬁ)zj]Q = Z( J . ] ) =
ijk ijk

- <§)P1 ®Py® (- P3)§>

1 2 Ez‘jk—é‘z‘j. 2 1S g
e = () < (Coron)

ijk ij

con le variabili casuali £ /0 gaussiane, standard e stocasticamente indipendenti. Siriconosce
allora che i termini a secondo membro nella (28.13) sono forme quadratiche delle variabili
e/o con operatori di rappresentazione idempotenti e a composizione nulla

I-P)@(0—-P)e[0-Fs)
P (- Py) @ (I1— P3)
(I-P)®P,® (- Ps)
PP, (1— Ps)
I®I® Ps

e che costituiscono pertanto delle variabili di chi-quadrato stocasticamente indipendenti
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con gradi di liberta rispettivi:

g.d.l.<§ [—P)&(I—P)® (I P3)§> —t[l-P)oI-P)®([I—P) =1
g.d.l.<§ Pol-P) (- P3)§> =[P @(I-P)®@0—P)] =a—1
g.d.l.<§ I-P)ePe((I- P3)§> =tr[[-P)oPe(l-M) =>b-1
g.d.l.<§ PL@ P (I P)

g.d.l.<

§> = [P @P® (- P) = (a—1)b-1)

H®H®P35> = I 1@ P = ab(c — 1).
g g

Nel seguito, per brevita, si fara uso delle notazioni:

X21 - %Z(-xooo _,UO)Q = %250002

ijk ijk
1 1
XQa—l = ﬁ Z(-xioo — Teoe — ai)Q = ﬁ Z(Eioo - 5000)2
ijk ijk
1 1 2
X2b—1 = ; Z($ojo — Teoe — 6])2 = ﬁ Z(on. - Eooo)
ik ijk

1
X2 amnm1) = —5 D _[Tije = Tise = Tajo + Tese — (aB)is]* =

1
= ; Z[Eijo — Eies — Cojo T 5000]2
ijk
1 1
Xoapemr) = —5 D @ik = 3i50)* = =5 D (eijh — €ije)” (28.14)
ijk ik

Variabili di Fisher
Da quanto dimostrato al punto precedente appare chiaro che la variabile casuale

Z(wooo - ,UO)Q

blc — 1)X2 ij

Fup = 2D ey 2
XZab(c-1) Z(Sﬂzgk — Tije)?

ijk

¢ il quoziente di due variabili di chi-quadrato ridotte e indipendenti, rispettivamente a 1 e
ab(c — 1) gradi di liberta, per cui seguira una distribuzione di Fisher a (1, ab(c — 1)) gradi
di liberta. In modo analogo si riconosce in

(-:Cioo — Teoe — ai)Q
ab(c —1)X?%,_1 _ ab(c —1) ik
(a - 1)X2ab(c—1) a—1 Z(SEUk - .CCz'j.)Q

ijk

F, =
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una variabile di Fisher a (a — 1,ab(c — 1)) gradi di liberta, mentre
Z(-xojo — Teoe — 6])2

ab(c —1)X?%,_1  ab(c—1) ijk

(b - 1)X2ab(c—1) b—1 Z(.wak — .CCz'j.)Q

ijk

Fy =

¢ una variabile F a (b — 1,ab(c — 1)) gradi di liberta. Infine:
ab(c — 1)X2(a—1)(b—1) _
(@ =1)(b=1)X%ap(c-1)

D [Tijo — Ties = Taje + Taee — (af3)i;]?
ab(c —1) ik

" @-Dl-1) Y (@ije — Tije)?

ijk

Fopg =

segue una distribuzione di Fisher a ((a — 1)(b — 1), ab(c — 1)) gradi di liberta.

Variabili di Student
I risultati dei punti precedenti permettono di scrivere le relazioni:
Teoe — MO

o
Liee — Leoe — (/;

o

= [(H—P1) ®(I-P)® (H_PS)Eij

- [rea-meoa-r]

o
Lejo — Leeoe — [Jj
) b~ [a-ryerea-ps]
o o lijk

Tije — Liee — Teje + Teos — (aﬁ)zj

o

€
= [Pl ® Py ® (H—Ps)ﬂ .
(]

che, convenendo la somma sugli indici ripetuti, possono riesprimersi in forma matriciale:

Leooo — €i1j1k1 ..
Tﬂo = [I-P)@ T~ P) @[T~ Py, 5, 2 Vijik
Lieo — Leoe — (4 €ijk,i1j1 k1
. = [Pl ®(H—P2)®(H—PS)}”]€711J1]€1 jk70_j =

Leoje — Leoe — Ij €ijk,i1j1k1

; o S [(H_Pl)®P2®(H_P3)ijm1kl%
Tije — Liee — Teje T+ Teoe — (Oéﬁ)ij . €141k

pu - [P1®P2®<H_P3)L‘jk,ilj1k1 o

Queste combinazioni lineari delle variabili normali standard ¢;;x /0 sono distribuite nor-
malmente e con varianze rispettive:

S [I-P)@I-PR) eI~ P)]; —

ijk,i1j1k1
111k

=[I-P)@(I-P)®([I- PS)L‘jk,ijk - &
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2
Z [Pl ® (H - PQ) ® <H - PS)} ijk,i1j1k1 -
’i1j1k‘1
I\ 1 a—1
—[Pel-P)o@-P)], . = (1--) =
[ 1®< 2)®< 3)j|’tjk‘,ljk a’ be abc
2
Z [(H—Pl)®P2®(H_P3)ij,z‘1j1k1 -
’i1j1k‘1
1\ 1 b—1
=[(I-P P I—P3)|. ., .. :<1——)—=
[( 1)® 2®( 3)j|zjk‘,1]k‘ b/ ac abc
2
Z [P1®P2®(H_P3)ij,z‘1j1k1 -
’i1j1k‘1

=[Pio P& (I P3)] 1—1)<1_1)1:W

ijhiijk < a b/ c abc
Vi, 7, k fissati. Elevando al quadrato si ottiene poi:

<wooo — Mo
g

) =[0-P)ed-P)ed- P

€i1j1k1 Ciajoko
[(I—P)® (1~ P)®(1— Ps)] Zhajiky Ziajaky

ijk7i2j2k2 o o

ijk,i171k1

<wioo — Zeoe —
g

O"')Q =[P ® (- P)® (- Py)]

ijk,i151k1

€i1j1k1 €iajoks
[Pr@ (- P)® (- Ps) Zhjiky Ziadaky

ijk7i2j2k2 o o

<$ojo — Teoe
g

—ﬁj)z =[I-P)® P (- Ps)

€i1j1k1 €ingoko
[(I-P)®@ P (- Ps)] Cijiky Sizjoke

ijk7i2j2k2 o o

tjk,i171 k1

<$ijo — Tiee — Tejo T Lese —
g

(@B)i )2 =[P P, ® (1- P3)]

tjk,i171 k1

[PL® P @ (I - P3)] £ ijiks Erinaks

ijkzi2j2k2 o o

Si tratta di forme quadratiche delle variabili gaussiane standard e indipendenti €, /o, con
matrici di rappresentazione rispettive:

[(I-P)®(1—-P)® (- Ps)] [(I-P)®(1—P)® (- Ps)]

ijki1 g1k ijkyi2jaka
(Pro@=P)®@=P)] 0 [PO0-P) e T= P, ...
(@=-P)@ P T=P5)] 50, (A-P) @ P2 T=Py)] 5,0,

[Pr@Py® (L= Ps)] 0 [Pr@P@ (I Py

ijk,i2j2k2
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Vi1j1k1,1252ke. Per contro, si e gia verificato che

€i1j1k1 €iagoko
g g

1 2
- D @ijk — mije)? = [1QT& Psliyjiky injoks
ijk
¢ una forma quadratica delle €;;; /0 con matrice rapresentativa
I @T® Paliyjikringaks  Virjik,dajaks .

Si potra allora verificare I'indipendenza stocastica delle variabili casuali
Leoo — MO 2 1 2
(=) e e

ijk
accertando ’annullarsi del prodotto delle relative matrici rappresentative

(I-P)@[M-P)@[I—P3)], .
(@=P)@T=P) @ [T=Py)] ;00,1 OT® Palissihaingoks =
=[@-P)@@-P) o[- P,
(I-P)@I-R)@[-PF3) - IQL@Ps], . .\ =
= [I-P)@[-P)®@@—=Py)], ., 0=0  Viijikn,isjsks

in accordo con il teorema di Craig. In modo analogo si dimostra I'indipendenza stocastica
delle coppie di variabii

(-xioo — Tooe — ai)Q

1
e > (@ijk — wi50)?

g ijk
-xo'o_-xooo_ﬁ' 2 1
G s BT SO,
ijk
Tije — Liee — Leje +$ooo_<a5)" 2 1
< ij i Ja ’L]) e = Z(wmk . $z‘jo)2

ijk

E cosi dato di definire le variabili di Student:

Teoe — MO <L
tu, = Vab(c—1) Z

1
- > (@ijr — Tije)?

ijk

Liee — Leoe — O/ <0J_ 1)_1/2
abc

ta; = Vab(c—1)

E LTijk — Tij o
02 J J

ijk

Stefano Siboni

= ab

)—1/2
abe _ abm Teoe — MO

Z(Sﬂz‘jk — Tije)?

ijk
c(c—1) Tiee

a—1
> (@ijr — Tije)?

ijk

— Teoe — O
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Tejo — Tess — (3 (b— 1)—1/2

-1 ojo — Leee — j
tﬁj — ab(c _ 1) abe — ab C(C ) Lej T 6]

g
1 b—1
— > (wijk = wije)? >_(@igk = Tije)?

ijk ijk

Tije — Liee — Teje + Teos — (Oéﬁ)z‘j <(a — 1)(b — 1))_1/2
o abc

lap)y; = ab(c —1)

1
= > (@ijr — Tije)?

ijk
_ ab\/ clc—=1)  Tije — Tiee — Taje + Tese — (A)i;
(a—1)(b—1) Z(Sﬂzgk i)

ijk

tutte a ab(c — 1) gradi di liberta. Le stesse variabili possono anche indicarsi nella forma
piu compatta:

to = Vabe Tz 1O

S

P abC  Tiee — Tees —

o a—1 s

by — | abC Tejo — Teeo — [} (28.15)
’ b—1 S

¢ o abe Tije — Tiee — Teje — Leee — (aﬁ)zj
(aB)i — (a—1)(b—1) s

1 1 1
2 2 1,2 2
= — 85, = —— 0 X p(e—1) = ———— iik — Tije 28.16
° ab(c — 1) ab(c — 1) 7 ble=1) ab(c — 1) ”Zk<$ k= Tige) ( )
¢ la varianza del sistema di dati non spiegata dal modello a due fattori.

Intervalli di confidenza dei parametri

Gli intervalli di confidenza dei parametri possono essere determinati sia utilizzando le
variabili di Fisher sopra individuate, sia facendo ricorso alle variabili di Student discusse
al punto precedente.

Poiché t,, segue una distribuzione di Student a ab(c — 1) gradi di liberta, Va € (0,1)
assegnato la disequazione

tg)(abe—1)) < tuo < t—g](ab(c—1))

e verificata con probabilita 1 — «. Esplicitando la variabile casuale e ricordata la simmetria
della distribuzione di Student, la disequazione assume la forma

Looe —
~t1-g(ab(e-1) = Vabe fuo < tn-g(ab(e-1))
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dalla quale si deduce l'espressione per l'intervallo di confidenza del valor medio generale

Ho
1 1
Leoe — % St[l—%](ab(c—l)) S 1o < Tooe + % St[l—%](ab(c—l))

con livello di confidenza 1 — a.
In modo analogo si ricavano gli intervalli di confidenza per i coefficienti «;, 5; e (af)i;:

a—1 a—1
St[l—%](ab(c—l)) S @ < Tiee — Teoe + abe St[l—%](ab(c—l))

Tiee — Leoe —

b—1 b—1
St[l—%](ab(c—l)) < ﬁj < Zejo — Toes + % St[l—%](ab(c—l))

Lejo — Leoe —
J abc

(a—1)(b—1)

o St1—2](ab(c—1)) = (aB)i <

Lije — Liee — Leje — Leee — \/

a—1)b-1)

< Zije — Tiee — Teje — Lese 1 \/< St[l—%](ab(c—l))

abe

sempre con pari livello di confidenza 1 — . Si osservi che le variabili casuali £,,, to,;, tg;,
(af);; non risultano stocasticamente indipendenti, per cui gli eventi:

1
Ho € oo £ \[ 1 ST[1—g](ab(c—1))

o Ex x + a—1 t
i iee — Leeoe STU1—21(ab(c—
abe [1-5](ab(c—1))
b—1

ﬁj € Tejo — Teoo + abe St[l—%](ab(c—l))

(a—1)(b—-1)

ij € Tijoe — Tiee — Leje — ooo:l:\/
(aB)ij € i € Lej € abe

St1—g](ab(c—1))

non possono essere considerati a loro volta indipendenti. Cio implica che il simultaneo
ricorrere di k condizioni del tipo precedente — appartenenza di k parametri del modello ai
rispettivi intervalli di confidenza — non puo individuarsi con il semplice prodotto (1 — a)*
dei singoli livelli di confidenza.

Intervalli di confidenza simultanei

Un intervallo di confidenza per il parametro pg puo essere determinato per mezzo della
statistica F),,, che segue una distribuzione di Fisher a (1,ab(c — 1)) gradi di liberta. La
diseguaglianza

1
FHO < F[l—a](l,ab(c—l)) — 8_2 E (-onoo - ,UO)Q < F[l—a](l,ab(c—l))
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¢ dunque verificata con probabilita 1 — a € (0,1) preassegnata a piacere e conduce
all’intervallo di confidenza

1

abe

1

abe

ZLoos — S \/F[l—a](l,ab(c—l)) S o < Tooo + 8 \/F[l—a](l,ab(c—l))

con livello di confidenza 1 — «.
Analogamente, con probabilita 1 — « & soddisfatta la diseguaglianza

1 1
F, < F[l—a](a—l,ab(c—l)) <~ 8_2 a—1 Z(-xioo —Leoe _ai)Q < F[l—a](a—l,ab(c—l))
ijk
dalla quale si ricava
a—1
Z(-xioo — Teoe — ai)Q < s b F[l—a](a—l,ab(c—l))
- c
che implica
a—1
iee — Leeoe zg \/F—aa—ac—
[Ziee — Taee — ai| < 5y[ ==/ Fli-a](a—1,ab(c-1))
uniformemente in ¢ = 1,...,a. Si ottengono cosi gli intervalli di confidenza simultanei

[a—1 .
Qi € Tiee — Teee = S be \/F[l—a](a—l,ab(c—l)) i=1,...,a

con livello di confidenza complessivo 1 — « (la probabilita che tutti gli a; appartengano
simultaneamente agli intervalli sopra individuati ¢ uguale a 1 — «). Le diseguaglianze

1 1
Fg < Fl1_a)(b—1,ab(c—1)) — 21 Z(w.j. — Zaoe — 37)° < Fli—a)(b—1,ab(c—1)
Fop < Fl1—a)((a=1)(b—1),ab(c—1)) —
1 1 2
el R r— mzk(wij. — Tieo — Tojo — Teee — (3)ij)” < Fli_a)((a—1)(b—1),ab(c—1))

porgono infine gli intervalli di confidenza simultanei per i coefficienti 8; e (af3);:

b—1 .
Bj € Tejo — Tees £ 51/ ?\/Fu—a](b—mb(c—n) J=1....b

(af)ij € Tijo — Ties — Tajo — Tese £ 3\/%

b 1)
- \/F[l—a]((a—l)(b—l),ab(c—l))

Stefano Siboni 68




Dottorato di Ingegneria dei Materiali Note matematiche

Osservazione
Intervalli di confidenza simultanei per tutti i parametri possono essere ottenuti mediante
la variabile
c—1 9 9
F = Z[(Snooo - ,UO) + (wioo — Leoe — ai) +
> (@ijk — wije)* h

ijk

+<wojo — Teoe — ﬁ])Q + [wijo — Tiee — Leje T+ Teoe — (aﬁ)zj]Q

che segue una distribuzione di Fisher ad (ab,ab(c — 1)) gradi di liberta. Le variabili di chi-
quadrato X2, X2,_1, X?%,_1 e XQ(Q_l)(b_l) definite in (28.14) sono infatti stocasticamente
indipendenti fra loro e rispetto alla forma quadratica

S
x? ab(c—1) — ab<c_ 1 _2 = 2 Z wzyk wzgo
ijk

variabile di X2 a ab(c — 1) gradi di liberta. Se ne conclude che la somma
X2+ X1+ X+ X2 o)

costituisce una variabile di X? a 1+ (a — 1+ (b— 1)+ (a — 1)(b— 1) = ab gradi di liberta
stocasticamente indipendente da ab(c — 1)s?/o2. Di qui 'asserto, dal momento che

XA A+ X ey ab(c—1)
B ab ab(c — 1)s? /o2

Comunque si fissi un a € (0,1) la probabilita che si abbia F' < F}; _4)(ab,ab(c—1)) Sara uguale
a 1 — «a, la stessa probabilita che sia verificata la diseguaglianza
11

— 5 [+ X%+ X% 1+ X2y 0-1)] < Flcaj(ababe-1))

ovvero

1/2
o[XP + X%+ X+ X ) % < Sm\/F[l—a](ab,ab(c—l))~

Di conseguenza, con probabilita 1 — « risultano simultaneamente soddisfatte tutte le dise-
guaglianze:

|$ooo - ,U0| < SM\/F[l—a](ab,ab(c—l))
|$ioo - $ooo| < SM\/F[l—a](ab,ab(c—l))

|$ojo - wooo| < Sm\/F[l—a](ab,ab(c—l))

|$ijo — Tiee — Teje T+ $ooo| < S\/%\/F[l—a](ab,ab(c—l))
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e gli intervalli di confidenza simultanei di tutti i parametri assumono pertanto la forma:

10 € Tees L SM\/F[l—a](ab,ab(c—l))

O € Tiee — Teee T SM\/F[l—a](ab,ab(c—l))

Zeje — Leee € iS\/%\/F[l—a](ab,ab(c—l))

Tije — Ties — Teje T Tees € iS\/%\/F[l—a](ab,ab(c—l))

con livello di confidenza 1 — a.

Test delle ipotesi sui singoli parametri

Criteri per verificare I’annullarsi di singoli parametri del modello ANOVA possono essere
sviluppati immediatamente per mezzo delle variabili di Student (28.15). Cosi ad esempio
I'ipotesi nulla Hy : pug = 0 contro 'alternativa Hy : pug # 0 verra accettata con livello di
significativita o se

’@Sﬁon

S

< t—g)(ab(e—1))

e rigettata in caso contrario. Del tutto simili sono le condizioni di accettazione dell’ipotesi
nulla Hy : a; = 0 contro Hy : o # 0

abc Tieo — Leoe
Va-1 s

come pure quelle per 'accettazione di Hy : 3; = 0 contro H; : 3; # 0

abc wojo — TLeoe
Vb—1 S

L’ipotesi Hy : (af)i; = 0 viene preferita all’alternativa Hy : (of3);; # 0 qualora risulti

'\/ abc Tije — Liee — Leje 1T Leee
(a—1)(b—1) s

sempre con livello di significativita «.

< 11— 2)(ab(c—1))

< - g)(ab(c-1)) -

< ti-g)(ab(e—1))

In modo analogo si possono costruire test per verificare valori presunti e non nulli dei
parametri.

Variabili casuali utili per i test delle ipotesi su set di parametri
Nella elaborazione dei test delle ipotesi relativi ai set di parametri a;, 3; o (af)i; — vedi
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seguito — si fa uso delle variabili casuali

Z-xoooQ - Z(Eooo +/,60)2

ijk 1jk
SS; = Z(.CCZ‘.. — 55...)2 = Z(Eioo — Eeoe T ai)Q
ijk 1jk
5 = Y loue — senl? = Y (eu o )
ijk ijk
SS12 = Z(-xijo — Tiee — Teje +$ooo)2 = Z[Eijo — Eies — Eejo T Coee T (aﬁ)ij]Q
ijk ijk
SSu = Z(SCU. — -:Eooo)Q = Z(Eijo - E...)Q :
ijk ijk

Di queste ha interesse determinare il valore medio, considerando che le €;;; sono per
ipotesi variabili gaussiane indipendenti di media nulla e varianza o2, e che di conseguenza
le variabili quadratiche:

X21 = % 250002

ijk

1
XQa—l = ; Z(Eioo - 5000)2

ijk

1
XQb_l = ﬁ Z(E.j. - 5000)2

1
XQ(a—l)(b—l) = ﬁ Z(Eijo — Eiee — Eoje T 5000)2
1
XQab(c—l) - ﬁ Z(Ez‘jo - 5000)2

sono variabili di X2 rispettivamente a 1, a —1, b — 1, (a — 1)(b — 1) e ab(c — 1) gradi di
liberta. Si ha cosi

E[Z :c...Q] = E[Z(E... +uo)2] =

ik ik
1
= UQE [; Z 50002:| + 2 ZE[EOOO],U/O + ZE[MS] =
ik ik ik
= 0?1+2) Opo+ Y pg =02+ 1
ijk ijk ijk
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e analogamente

E[Z(:ﬂi.. - x...)z} = E[Z(Ei“ e 4 ai)2:| _

ijk ijk
1
- UQE [ﬁ Z(Eioo - 5000)2:| +2 Z E[Eioo - Eooo]ai + Z 0612
ijk ijk ijk
= o%(a—1) +2200¢i +Za? = o%(a—1) +Za?.
ijk ijk ijk

Vale inoltre

E[Z(m.j. — :c...)Q] = E[Z(e.j. — Ceee + @)2] _

ijk ijk

o

= o’E [% > (coje — 5...)2} +2) Eleejo —conalBi+ > 57 =

ijk ijk ijk
=o?(b—1)+2) 08;+> pZ=c*b-1)+> 8
ijk ijk ijk
mentre
E[Z<$ij. — Tiee — Leje +$ooo)2:| =
ijk
:E[Z[Eijo — Ejee — Ceje T+ Ceee T (aﬁ)ij]2:| =
ijk
2 1 2
=o°E ) Z(Eijo — Eiee — Cejo T Eooo) +
9" Gk
+2 ZE[Eijo — Eiee — Eojo T Eooo]<a6)ij + Z(Oéﬁ)fj =
ijk ijk
=c%(a—1)(b-1)+2Y 0B+ (af)} =
ijk ijk
=c(a—1)(b-1)+ > (aB)}
ijk
ed infine
1
E[Z(fﬂijk = fﬂz‘j-)Q} = UQEl—Q > (Eign - %‘-)2] = o?ab(c —1).
ijk T ik
Pertanto:
E[Z$0002] = 02 + Z:ug
ijk ijk
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[ 1 1

E iee — Leee 2l = o? - 2
(JL—lZ(:CZ ’ )] a+a—1za’
- ijk ijk
1 2 2 1 2
- ijk ijk
[ 1 1

E ijo — Lijee T Leje ) 2 = 2 e —— 2
D) 2 e et ?| =+ mme 20
1 2 2

B e =) S )] = o
- ijk

Test delle ipotesi sull’intero set (aq,..., )

Si vuole testare I'ipotesi nulla che tutti i coefficienti «; siano nulli
Ho : (Oél,...,()éa) =0

contro l'ipotesi alternativa che cio non abbia luogo, con almeno un parametro «; diverso
da zero
Hl : (Oél,...,()éa)#o.

E sufficiente osservare che la variabile casuale F, segue una distribuzione di Fisher a
(a — 1,ab(c — 1) gradi di liberta, in modo che per (aq,...,a,) = 0 il quoziente

(-:Cioo — Teoe )2

b(c—1) 7% 11
Fa:O _ a (C - ) ijk - _ » Z(SE@'.. —ZC...)Q
@=Ly (@i — wije) a—1s o3

obbedisce anch’esso ad una distribuzione di probabilita dello stesso tipo. In virtu delle
relazioni (28.17), valori intorno ad 1 o inferiori della statistica Fj,—o si potranno ritenere
indicativi della correttezza di Hy, mentre per F,—g > 1 indurranno a preferire l'ipotesi
alternativa H;. La regione di rigetto di Hy viene quindi definita come

{Fa:O > F[l—a](a—l,ab(c—l)}
con livello di significativita a.

Test delle ipotesi sull’intero set (51,...,5)
Si vuole ora sottoporre a verifica 'ipotesi che i parametri 3; siano tutti nulli

Ho : (B1,...,5%) =0

contro l'ipotesi alternativa che almeno uno di essi sia diverso da zero

Hl : (ﬁl,...,ﬁb)#o.
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Anche in questo caso il test e reso possibile dall’introduzione di una opportuna variabile
di Fisher, nella fattispecie la statistica Fg a (b—1,ab(c — 1)) gradi di liberta. Per Hy vera,
anche la variabile casuale

Z(-xojo - .CC...)Q

ab(c — 1) ijk 1 1 5
Flgzo = = - (-fCojo - wooo)
b—1 Z(:cmk — Tije) b—1s2 ”Zk
ijk

segue la stessa distribuzione; cio consente di ritenere Hy accettabile per Fg—g < 1, mentre
valori di Fjg—o piu elevati inducono a rigettare I'ipotesi in favore dell’alternativa H; — si
ricordino le equazioni (28.17). Si definisce pertanto la regione di rigetto Hy come

{Fs=0 > Fli—a)(b—1,ab(c—1))}
ancora con livello di significativita a prefissato a piacere.

Test delle ipotesi sull’intero set {(af3);j, 1 <i<a,1<j<b}
Si sottopone a test I'ipotesi che non si abbia interazione fra i due fattori, ovvero che siano
nulli tutti i termini di interazione (af3);

Hy : (af)ij =0 Vi=1,...,a Vj=1,...,b
contro l'ipotesi alternativa che ve ne sia almeno uno diverso da zero

Hy : Jie{l,...;a}, je{1,...,b} : (af)i; #0.
Poiché la variabile casuale

[Zijo — Ties — Taje + Tees — ()]

Foy = ab(c — 1)  ijk _

(a—1)(b—1) > (@ijr — wije)®

ijk

1 1

B m 8_2 Z[wij° — Tiee — Teje + Teoo — (Oéﬁ)ij]Q

ijk

segue una distribuzione di Fisher a ((a—1)(b—1), ab(c—1)) gradi di liberta, si puo affermare
che una distribuzione dello stesso tipo caratterizzera anche la variabile casuale

E :(':CZ]. — Liee — w‘j.+$ooo)2

P _ ab(c —1) ik _
ar=0 (a—1)(b—1) Z(Sﬂzgk - SCz'j.)Q
ijk
1 1 2
S TR D MU
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qualora 'ipotesi nulla sia verificata. Questa si potra allora ritenere accettabile per Fi,g—0 <
1, mentre ad essa si dovra preferire 'ipotesi alternativa H; nel caso risulti Fog—g > 1 —
si faccia ancora riferimento alle relazioni (28.17). La regione di rigetto di Hy viene percio
definita come

{Fap=0 > Fli—a)((a=1)(b-1).ab(c—1))}
con livello di significativita o € (0,1).
Teorema di Scheffé per i parametri «;
Per ogni a-upla di coefficienti reali (C1,Ca,...,Cy) e per ogni « € (0,1), la disequaglianza

2

— Teoe — ai)

a—1
< Flaj(a-1,ab(c-1) ~57 2y CF
h
é verificata con probabilita . Se poi Y . C; = 0, allora la disequaglianza precedente si

riduce a )
Z Ci(Ties — i)

a—1, 2
< Flaj(a—1,ab(c-1)) S E Cr. (28.18)
h

Dalla definizione della variabile di chi-quadrato
1= Z:c — Teeeo — ;)% = be (Tioo — Toos — )°
CL— 0_2 ij 100 (XX ] 0_2 z 100 (XX ] 7

si ha infatti, applicando la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz

o TN s
h h %

per cui risulta — si ricordi la definizione (28.16) della varianza non spiegata s> —

2
— Teoe — ai)

2

ZCQ ab(c X2, 4 - ab(c — 1) 1 be
a—1 Xab(c 1)_ a—1 Xab(c 1)0

ZC Tieo — Leoe — az)

2

Z C wzoo Looe — az)

a—l 32

D’altra parte si e gia verificato che il quoziente

ab(c —1) X2, 4
a—1 XQab(c—l)

F, =

segue una distribuzione di Fisher a (a — 1,ab(c — 1)) gradi di liberta, in modo che la
diseguaglianza
ab(c—1) X2,
a—1 XQab(c—l)

< Flaj(a—1,ab(c—1))
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e verificata con probabilita a € (0,1), la stessa probabilita con la quale

ab(c X2,
ZCQ a_l XQ b )<F[a](a l,ab(c—1)) ZCh

e quindi
2

a—1
Z Ci(-xioo — Teoe — ai) < F[a](a—l,ab(c—l)) be 82 Z CfQL
7 h

come affermato. Qualora si abbia ), C; = 0, vale inoltre

Zci(wiu — Teee — Q) = Zcz‘(wi.. — ) — Zcz'w... = Zcz‘(fﬂz'.. -«

in accordo con la (28.18).

Teorema di Scheffé per i parametri j;
Per ogni b-upla di coefficienti reali (C1,Ca,...,Cy) e per ogni a € (0,1), la disequaglianza

2

ZC’L'(wojo — Teoe — 6])

J

b—1 , 5
< Flajo-1,ab(c-1)) — 5 > ch

¢ verificata con probabilita o. Per ) . C; =0, la stessa disequaglianza diventa
)

2

b—1
> Ci(zaje = B5)| < Flajo—1.ab(e—1)) — 2y CR. (28.19)
i 3

La prova del risultato ¢ analoga a quella precedente. Si tratta soltanto di considerare la
variabile di chi-quadrato

XQ 1 = 0_2 Z Tejo — Leee — ﬁj) = ac (wojo — Teoe — ﬁj)Q

ijk J

moltiplicarla per la somma dei quadrati dei coefficienti ed applicare la diseguaglianza di
Cauchy-Schwarz

2
ac
ZC}QL XQb_l = —QZC}QL Z(.ﬁﬂ.j‘. — Tooe — ﬁj = — Teoe — ﬁj)
g
h h J
per ottenere
ab(c X2 ab(c — 1) 1 ac 2
CQ > C oje (YY) =
Z b—1 XQab(c—l) N b—1 &2 ab(c—1) o? Z SE ot ﬁj)
ac 2

b—1 s2

ZCj<wojo — Teoe — 6])
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Poiché il quoziente
ab(c—1) X%,

Fs =
7 b—1 XQab(c—l)

costituisce una variabile di Fisher a (b — 1,ab(c — 1)) gradi di liberta, le diseguaglianze

equivalenti
ab(c —1) X%,
b—1 XQab(c—l)

ab(c — X2
ZCQ ] XQ < Flo)(b—1,ab(c—1)) ZC}QL
h

< Flaj(b—1,ab(c—1))

ab(c—1)
sono verificate con probabilita « € (0, 1), la stessa con la quale vale

2

ZCJ (wojo — Teoe — 6])

J

b—1 5
< Fla)(b—1,ab(c—1)) s ZCh-

La disequazione (28.19) per ). C; = 0 si ricava come nel caso precedente
Y Ci(@ejo = Tase = B;) = D Cj(taje = B;) = Y Citees = ) Ci(Teje = ).
J J J J

Teorema di Scheffé per i parametri (af);;
Per ogni (ab)-upla di coefficienti reali {Ci;,i=1,...,a, j =1,...,b} e per ogni o € (0,1),
la disequaglianza

2

(a—1)(b—-1)
< Flaj((a=1)(b-1) ab(e-1)) —————5" > Ci
hl

Z Cz'j [.CCij. —Ziee—TejeTTess— (Oéﬁ)zj]

]

e verificata con probabilita «. Se inoltre i coefficienti C;; sono assegnati in modo che si
abbia
Y Ciy=0 Vi Y Cy=0 Vi
( J

la disequazione precedente assume la forma

2
(a—1)(b-1)
> Cijlzize — (aB)ij]| < Flaj((a—1)(b—1),ab(e-1)) fﬁ > ooy

i hl

Come prima, la definizione della variabile X2 (,_1y—1)
1
X2 a-1) = —5 D [Tije — Tiss — Tajo + Tess — (af)is]* =
ijk

= % Z[:Cij. — Ziee — Teje T Teee — (aﬁ)ij]Q

]
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e la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz porgono

C
> CH X e = o D CH D [ije — Ties — Taje + Taes — (aB)i;]* >
hl hl 1]
c 2
5 ZCU [wijo — Tiee — LTeje T Lese — (Oéﬁ)zj]

02 |4
(%)

sicché

Z ab (c=1) ey
hl b T 1) XQab(c—l) N

c 1 ab(c — 1) 2
Z 52 (72 X2 ab(c—1) (a - 1) b —1 'ZCU Tije — Lieo — Leje T+ Teoe — (Oéﬁ)w] =
c 2
= @—Db-1) 2 iZjCz‘j [Zije — Tiese — Tajo + Tese — (3)ij]
La variabile di Fisher a ((a — 1)(b — 1),ab(c — 1)) gradi di liberta
oo able=1) X’ ey
P a=—Db-1) a2
ab(c—1)
assicura che le diseguaglianze equivalenti
ab(c — 1) X% -1
< F
(@a—1)(b—-1) X201 [a]((a—1)(b—1),ab(c—1))
ab (c=1) X*-1e-1
< F
Z i - 1) X2ape ) [@)((a=1)(b-1),ab(c—1)) %:Chz
siano soddisfatte con probabilita «, al pari di
2
CoilXiia —Tiae — T _ Il < F (a—l 52 C?
Z ij [':C’Lj. TLieo —TLeoje +Zeoe (Oéﬁ)zj] = Fla]((a—1)(b—1),ab(c—1)) Z hl

]

Il caso di }_; Ci; = >, Ci; = 0 & immediato, in quanto
Zcij [wijo — Tiee — Teje + Tooo — (Oéﬁ)zj] =

= ZC@- (250 = (aB)ij] + Y Cij[~Ties — Tajo + Teee] = Z Cijlzije — (f)is] -

]
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Intervalli di confidenza (simultanei) per le differenze «;, — a;,

Una importante applicazione del teorema di Scheffé ¢ la stima della differenza di due
parametri a; qualsiasi, nel qual caso tutti i pesi C, sono nulli salvo due, rispettivamente
egualiale —1

a—1
be

|Tis00 — Tiges — (i, — iy)|[* = |Zis00 — i, — (Tiyeo — @iy)1> < Flaj(a—1,ab(c—1)) 5~ 2

e quindi con livello di confidenza « tutte le differenze «o;, — o, sono comprese entro gli
intervalli di confidenza

a—1
be

Tijee — Tijee T+ \/F[a](a—l,ab(c—l)) 522

Intervalli di confidenza (simultanei) per le differenze 5;, — (3,
Si ricavano in modo analogo a quanto visto nel punto precedente. Si ha in effetti, con
probabilita a € (0, 1) prefissata,

b—1
ac

Zajie — Tajoe — (B, — Biu)|° = [Tejie — Biy — (Tejoe — Bia) 1> < Flaj(b—1,ab(c—1)) 5> 2

e pertanto l'intervallo di confidenza di 3;, — 3;, ¢ dato da

b—1

Lejio — Lejye + \/F[a](b—l,ab(c—l)) 522 ac

con livello di confidenza o.
ANOVA a due fattori senza interazione
Omissis
ANOVA a un fattore
Omissis
29. Definizione. Regressione lineare con il metodo del chi quadrato
Sia
{(:ci,yi) eR?, 1< gn}

un insieme di dati soddisfacente le seguenti ipotesi:

(1) per ognii=1,...,n il dato y; & la realizzazione di una variabile casuale gaussiana di
varianza nota o2. Il valore medio di tale variabile casuale ¢ a priori incognito, ma si
assume dipendere esclusivamente dall’ascissa x; — di cui sara funzione;

(73) l'insieme dei dati e descritto dal modello matematico

p
G = Zaj(bj(.fﬂi) + & 1<:1<n, (29.1)
j=1
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nel quale le ¢, : R—— R, 1 < j < p, sono p < n funzioni preassegnate, nessuna
costantemente nulla, e gli a1,...,®, dei parametri costanti da stimare conveniente-
mente, mentre le €; costituiscono un insieme di n variabili gaussiane indipendenti, di
media nulla e varianza o?:

E(g;) =0 E(eier) = Saor 1<i,k<n.

Il valore y; deve dunque intendersi come una realizzazione della variabile casuale (;,
per ogni i.

Si definisce regressione lineare del set di dati, con il metodo del chi quadrato, ’espressione
p
R(z) = Zaj¢j(:c) ) reR,
j=1

nella quale gli a; sono le stime dei parametri costanti a;; ottenute per mezzo del campione
{(zi,vi), 1 <i < n} minimizzando il funzionale quadratico £ : R? —— R definito da

n

Ber ) = 3 o |-w+ Yo (29

i=1 ¢

Nell’ipotesi che tutte le varianze o? siano eguali, specificarne il comune valore diventa

irrilevante ai fini della ottimizzazione del funzionale £, che si puo percio ridurre ad una
sommatoria dei soli quadrati degli scarti. In tal caso la procedura di regressione lineare
prende il nome di metodo dei minimi quadrati.

30. Equazione normale e sua soluzione

I punti critici del funzionale quadratico (29.2) sono tutte e sole le soluzioni dell’equazione
lineare — cosiddetta equazione normale —

Fa = dc 'y, (30.1)

nella quale le matrici F' e ® sono definite da

ijzzw O, = (b’fc"), 1<jk<p,1<i<n, (30.2)
=1 ? v
mentre
a 1/01
1 1 1/(72 O v
a = o - = . y = . (30.3)
“p ) 1/on Yn
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Vale in particolare che F = ®®T | matrice reale simmetrica semidefinita positiva. Nell’ipo-
tesi che la matrice p x n ® abbia rango massimo p, allora F risulta definita positiva e
lunica soluzione dell’equazione normale (30.1) é data da

a=Flooly. (30.4)

Dimostrazione
I punti critici del funzionale £ sono per definizione le soluzioni del sistema di equazioni

0L | a
a—ék<a17~-~7ap) = Z;Q [_yi +Zaj¢j($z‘)] br(zi) =0, 1<k<p,
i=1 "1 J=1

ossia

Z%Z% Z(b’“ —yi, 1<k<p,

e quindi, introducendo le matrici (30.2)-(30.3),
(Fa)p = (P 'y)x , 1<k <p, <~ Fa = ®o 1y .

La matrice F' & sempre reale simmetrica e semidefinita positiva. Sul fatto che si tratti di
matrice reale non sussiste dubbio, mentre la simmetria ¢ banale:

jk_z@ ¢k:cz Z@f%—@(%)_%, 1<jk<p.

7

Il carattere semidefinito positivo segue anch’esso piuttosto facilmente, notando che per
ogni vettore ¢t € R? deve aversi:

tTFt = Ztthjk_ Zttkz% -

7,k=1 7,k=1 i=1

p n 9
— Z%Ztﬂj(fci)ztkm(w) = Z %[thqu T ] > 0.
i=1 % j=1 k=1 i _

=1

Inoltre tT F't = 0 se e soltanto se Z [th ¢i(zi) } = 0 e quindi

=1

p p
th(bj(.fm):o, 1<i<n, <~ th(bji:(), 1<i<n,

condizione che puo essere soddisfatta per un ¢ # 0 nel solo caso che il rango — riga — di
& sia minore di quello massimo p. Cio comporta in particolare che I'ipotesi rank(®) = p
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implica tTF't = 0 se e soltanto se ¢t = 0, pertanto F' & definita positiva e di conseguenza
invertibile. La (30.4) segue allora dalla (30.1) moltiplicando a sinistra membro a membro
per F~1. Quanto all'identita F' = ®®7, per verificarla bastano pochi passaggi algebrici:

jk = Z (bj (bk wz Z (bj Z q)qu)kz Z q)jz<q)T)zk = (q)q)T)jk >
=1

essendo 1 < 5,k <p. O

31. 1 parametri di regressione lineare, con il metodo del chi quadrato, come
variabili casuali. Media e matrice di covarianza

Se ® ha rango massimo p, la stima (30.4) dei parametri di regressione costituisce un
insieme di p variabili gaussiane con valori medi

E(aj):()éj, 1§]§p7

e matrice di covarianza
Co = E|[a—E(@)][a—E()]"| = P (31.1)

I valori stimati det parametri di regressione sono stocasticamente indipendenti se e soltanto
se i vettori colonna ®1,...,®, € R" definiti da

1

costituiscono un sistema ortogonale in R™

n

(@]05) =Y (@))i(@r) =0 Vi#k.

=1

Dimostrazione

Dalla relazione a = F~1®0 !y segue immediatamente che le a; risultano da combinazioni
lineari delle variabili gaussiane y; e sono quindi variabili gaussiane a propria volta. Pren-
dendo poi il valor medio di ambo i membri di @ = F~'®c 'y si deduce che E(a) =
F~1®07'E(y) e dunque

n ~ 1 n ~ 1 P
E(a;) = > (F 1q))ji;E(yi) =) (F 1q))ji; > apdy(x;) =
i=1 ! i=1 bjr=1
n P
= Z(F_lq))ﬂ Z aj’(q)T)zJ’ = (F g )j =aj, 1<j<p,
=1 3=

in cui ovviamente a’ = (a1...qa;) e si ¢ fatto uso delle relazioni F' = ®®T ed E(y;) =

E[Y0_jajei(zi) + &) = Y0 _jabi(xi), 1 < i <n. Per il calcolo della matrice di covari-
anza si osservi preliminarmente che
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- a—-E() = F oo ly —E(F @0 'y) = F'®[o 'y —E(c™'y)]
per cul
[a—E(a)][a—E(a)] = F'@[o 'y —E(c'y)] [0 'y —E(cy)] &7 (F )T
e quindi
C, = E[[a — E(a)][a — E(a)] T} = (31.2)

= FOE|[o 7y —E(o )] [0y —E(o'y)] " | @7 (F )T = F710 Cour, @7 (F )T

la matrice di covarianza C,-1,, delle variabili o~ 1y si determina agevolmente in forza delle
ipotesi assunte nella definizione di regressione, ed in particolare per tramite della (29.1):

(Comv = [2 - B(2)][2 - £(%)].
osservato che

B () - Zp Q.M+2_E[Zp Q.M+i] _s_g[s] o=
g; o; =1 J o; g; —1 J g; g; o; i
‘77
per cui

1 1
= —E(gier) = 01-25“@ =i, 1<i,k<n.
0i0k 0i0k

& €k
(Co—ly)ik = E[a_, J_J
Inserendo in (31.2) larelazione C,,-1,, = I appena ottenuta, si perviene al risultato richiesto
— equazione (31.1):

C, = F'oC,., " (F ) = Flee"(F ) = H' =F .

Trattandosi di variabili gaussiane, I'indipendenza stocastica dei parametri stimati a; ¢
equivalente alla mancanza di correlazione, ossia alla struttura diagonale della matrice di
covarianza C, = F~! appena determinata. D’altra parte, la matrice F'~! & diagonale se e
soltanto se lo € F', e siccome

n n

Fj, = Zq)ji(@)ﬁ = (@) = > _(®)i(Pr)i = (@)

i=1 =1

si conclude che la struttura diagonale della F' ricorre se e soltanto se il sistema dei vettori
®q,...,P, ¢ ortogonale in R". O

Osservazione

Per il teorema di Gram-Schmidt e sempre possibile introdurre opportune combinazioni
lineari dei vettori non nulli ®4,...,®, in modo da definire un sistema ortogonale. Ne con-
segue che e sempre dato di sostituire ai parametri di regressione a1, . . . , &, nuovi parametri
B1,...,Bp definiti da appropriate combinazioni lineari degli a;,...,a, in modo che le
stime di chi-quadrato dei 31,..., 3, risultino variabili gaussiane stocasticamente indipen-
denti.
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32. Somma dei quadrati degli scarti attorno alla regressione

Nell’ipotesi che ® abbia rango massimo p < n, la somma normalizzata dei quadrati degli
scarti attorno alla regressione

n

p
NSSAR = > % [—yi + quj(:c,-)ajr (32.1)
j=1

i=1 1
costituisce una variabile di X? a n —p gradi di liberta.

Dimostrazione
Si osserva anzitutto che

P
E(y;) = E[Zaj@(:ci) + 811 Zaj@ x;) + E(&:) Zaj@ x;)
j=1

mentre »
E[ Z(Zj(bj(.fﬂz } ZE a;) ;(x;) Zaj ¢i(zi)
j=1

in modo che le quantita entro parentesi quadre nella (32.1) possono riscriversi come somme
di — realizzazioni di — variabili casuali a media nulla:

—yi + iqu (i)a; = — [yz' - i%‘ ?; (fﬂz‘)} + [ iqu (wi)a; — i%‘ @-(:m-)}

Jj=1

e ricordando che a = F~1®0 1y ed a = E(a) = E(F'®0~ly) = F1®E(cty):

ai[—yi + idﬁj(fﬁi)%} = —[& - M} + i(bj(:‘c")(aj —aj) =

o o

NSSAR:i[y—f—Xp:%; } Z{z TT(F1)T)? =

i=1 j=1
_ [ZT . ZTq)T } [ Tq)T - 1)T¢}T _
= 2T Tl (F H — T - 1@2} —
= Z[I-o7(F~ )Tq>] [I-o"F'®]2=2"Bz (32.2)
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ed e quindi riconoscibile come una forma quadratica semidefinita positiva di z, con matrice
rappresentativa reale e simmetrica

B=[1-o"(F H'o|[I-0"F o] = (32.3)
=I1-dT"FH'o-o"r o+ (FHYTed'F o =T1-0"F 10

in cui si & fatto uso della relazione ®®7 = F. Tl vettore z costituisce un sistema di n
variabili gaussiane indipendenti a media nulla e con varianza unitaria:

€i €k

1 1
) = —E(gie1) = 01-25“@ =i, 1<i,k<n. (32.4)
0;0k 0;0L

E(zizk) = E<

0; Ok

Si tratta ora di dimostrare che per mezzo di una appropriata trasformazione lineare or-
togonale, la matrice B puo ricondursi alla forma diagonale con n — p elementi diagonali
uguali ad 1 ed i restanti a 0. A questo scopo si osserva in primo luogo che B € una matrice
idempotente:

B =[1-0"F'9|I-0"F !0 =1-0"F ¢ -d"F o+ 0" F 00" F 1o =
=1-0TF'o-0TF o+ 0TF 1o =1-0"F'®d =B

per cui i suoi autovalori, certamente reali per via della simmetria, possono essere soltanto
0 ed 1. Infatti I'equazione Bv = Av, con v € R™\ {0} e A € R, implica

M = Bv = B%v = \v

e conseguentemente A\(1 —A)v = 0. Si verifica poi che 0 ed 1 sono entrambi effettivamente
autovalori di B costruendo in modo esplicito i corrispondenti autospazi. Gli autovettori di
B relativi all’autovalore 1 soddisfano la condizione

Bv=v, v#0,

ossia, in forza di (32.3),
I-dTF 0w =v, v#0,

e quindi
—OTFov =0, v#0.

Da questa relazione ¢ chiaro che per ogni v € ker® vale v € ker(B — I), sicché
ker® C ker(B —1) ; (32.5)
per contro, se v € ker(B — I) risulta
—@"F'ov =0
e moltiplicando a sinistra ambo i membri per la matrice ® si ottiene
—@TF1dv = 0
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da cui segue ®v = 0, ossia v € ker®. Di qui 'inclusione
ker(B —1I) C ker®

che unitamente alla (32.5) implica I’equazione

ker(B —I) = ker® .
Nell’ipotesi assunta che ® abbia rango massimo p < n, si ha certamente che

ker® = {v € R" : ®v = 0}
€ un sottospazio vettoriale reale di dimensione n — p < n. Lo stesso dovra percio valere
per ker(B —1I):
dimker(B —I) = dimker® = n—p<n

e di conseguenza, data la diagonalizzabilita della matrice simmetrica B, anche 0 risultera
autovalore di B, con

dimkerB = n —dimker(B—1) =n—(n—p) =p

in quanto
kerB@ker(B—1) = R" e  kerB = [ker(B — )]+

— si ricorda che gli autospazi di una matrice reale e simmetrica sono sempre ortogonali
fra loro. Esistera pertanto una matrice ortogonale R tale che

I 0
(n —p) x(n—p) (n—p)xp
R"BR = =D
O O
px(n—p) pXp
e sara quindi sufficiente introdurre in (32.2) la trasformazione ortogonale z = Rw per

concludere che

n—p
NSSAR = w"R"BRw = w"Dw = > w]
=1

con le w variabili gaussiane, quali combinazioni lineari delle variabili gaussiane z, stocasti-
camente indipendenti con media nulla e varianza unitaria:

E(w) = E(R'2) = RTE(z) = RT0 =0
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E(ww?) = E(RT22"R) = RTE(22")R = RTIR = RTR =1

in cui si e fatto ricorso alla (32.4). Risulta cosi provato che NSSAR & la somma dei
quadrati di n — p variabili gaussiane indipendenti a media nulla e varianza unitaria, cioe,
precisamente, una variabile di X2 a n — p gradi di libertd. O

Osservazione sul calcolo della NSSAR
Poiché i punti critici del funzionale di chi-quadrato £ sono le soluzioni del sistema di
equazioni algebriche

oL "1 -
a—&b(ahm,ap) = 21_210—12[—%-#2%%(%)} ¢n(zi) =0  Vh=1,....p

=1

si ha immediatamente che

n p 2
NSSAR = £(a1,...,ap) = Z%[—yi—FZaj(bj(fCi)] =

=1 j=1
n p p
= > % [_yi +Y) ah(bh(wi)] [—yi + Zajqu(:ci)] =
i=1 * h=1 =1
n 1 r p 7 n 1j p p
=Y Suilvi— Y aidi(@)| + Y= > andn(wi) |~y + Y a;di()| =
i1 %L j=1 131 % v j=1
n 1 r p T p n 1 D
= Y (Vi — D oaidi(@)| +> any o l—yi + Zaj(bj(wi)] on(z;) =
i=1 ¢ L =1 4 h=1 =1t =1
"1 - jp . D !
= Z;yz Yi —Zaﬂbj(:ci) +Zah0
- Jj=1 - h=1

i=1 !

per cui la somma normalizzata dei quadrati degli scarti attorno alla regressione assume la

forma semplificata
n

p
NSSAR = > %y [yz- — ) a;é, <xi>} (32.6)
j=1

i=1 !

valida sotto qualsiasi ipotesi circa il rango di ® — che quindi puo anche non essere massimo.
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33. Indipendenza stocastica di NSSAR e parametri di regressione stimati a;

Nell’ipotesi che la matrice ® abbia rango massimo p, la somma normalizzata dei quadrati
degli scarti attorno alla regressione NSSAR e stocasticamente indipendente da ciascuna
delle stime aj, j =1,...,p.

Dimostrazione
Provare 'indipendenza stocastica di NSSAR da a; equivale a dimostrare che le variabili
casuali

(a; —a;)? e NSSAR

sono stocasticamente indipendenti. Il vantaggio offerto da questa strategia consiste nel
fatto che le variabili casuali @ — o sono combinazioni lineari

a—a=a—-E() = F o (y—E(y) = F oz (33.1)

delle variabili normali indipendenti z = 0~ (y—E(y)) ed i loro quadrati costituiscono percio
delle forme quadratiche semidefinite posivive delle stesse variabili, al pari della NSSAR.
L’indipendenza stocastica di NSSAR e (a; —a;)? viene dunque stabilita mediante il teorema
di Craig.

A questo scopo si esplicitano le somme nella relazione matriciale (33.1)

a;—a; = [F10z]; = Y (F71)juz
Kl

e si scrive quindi

(aj —a;)® = D (F )juduz Z Dpngzg =

kl
=) az )y (F7 )jk%l(F_l)jm@mq
lg km
per cui la matrice rappresentativa della variabile (a; — a;)? diventa

Al(é) = Z<F_1)jkq)kl<F_1)jmq)mq lLg=1,...,n.

km

La matrice rappresentativa B di NSSAR ¢ stata invece gia ricavata in (32.3)

BqT = (H - q)TF_lq))qr = 5qr - Z q)sq<F_1)stq)tr .
st

Il prodotto delle matrici A e B ha elementi

(AYB),, = ZA(j)B =Y (F)jp@u(F)jm® mq< gr Zq)sq Stq)”) =

kmq

- Z jkq)kl 1)jmq)mr - Z(F_l)jkq)kl - jm quq)sq stq)tr

kmq
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e poiché I'ultimo termine si semplifica in

Z(F_l)jkq)kl(F_l)jmq)mqZq)sq<F_1)stq)tr =
st

kmq

= Z (F_l)jkq)kl<F_1)jm(F_l)stq)trZq)mqq)sq =
kmst q

= Y (F ) @u(F ) jm(F ) st@t Y Bong (D7) g5 =
kmst q

= Z (F_l)jkq)kl(F_l)jm(F_l)stq)tT@)q)T)ms -
kmst

= Z (F_l)jkq)kl<F_1)jm(F_l)stq)trFms -
kmst

- Z(F_l)jkq)kl<F_1)jmq)trZFms<F_1)st -
kmt s

- Z(F_l)jkq)kl<F_1)jmq)tr5mt -
kmt

= Z(F_l)jkq)kl(F_l)jmq)mr
km

si perviene al risultato richiesto
AVB) e = (F )k @r(F ) jm ®@mr — > (F ) ®pt(F ) jmn @y = 0.
km km

Il teorema di Craig garantisce I'indipendenza stocastica di NSSAR e (a; — ;)?, dunque
anche di NSSAR e a;. O

34. Intervalli di confidenza per i coefficienti della regressione lineare

Sia ® di rango massimo p. Allora gli intervalli di confidenza per i parametri di regressione
lineare a, ..., 0, sono dati da

NSSAR NSSAR
aj — t[l—%],(n—p)\/<F_1)jj < aj <aq +t[1—%],(n—p)\/<F_1)jj (34.1)

n—p n—p

Vji=1,...,p, ciascuno con livello di confidenza 1 —« € (0,1). Nel caso di eguali varianze
oi, gli intervalli di confidenza sono indipendenti dal comune valore della varianza.

Dimostrazione

Il teorema 33 stabilisce che per ogni j = 1,...,p le variabili casuali a; e NSSAR sono sto-
casticamente indipendenti. Di queste — teorema 32 — la NSSAR costituisce una variabile
di X% a n —p gradi di liberta, mentre in virtlt del teorema 31 la stima a; del parametro di
regressione «; ¢ una variabile gaussiana di media

E(a;) = «a;

Stefano Siboni 89




Dottorato di Ingegneria dei Materiali Note matematiche

e varianza

Ne deriva che

(F=1)4

€ una variabile normale e che di conseguenza

1 a; — Qi
P — j j
VT PUNSSAR J(F D),

segue una distribuzione di Student a n — p gradi di liberta, quale quoziente di due variabili
casuali indipendenti, 'una normale e I’altra radice quadrata di una variabile di chi-quadrato
ridotta. Con livello di confidenza 1 — « € (0, 1) si ha percio

bigln—p) S TS t-g),(n—p)
condizione che causa la simmetria della distribuzione di Student puo riscriversi come

—ti-g),(n-p) SESU1-5),(n-p)

ossia

1 a; — Qi
—t[l—%],(n—p) < vn—p \/NSSAR \/(jF_l)jj] < t[l—%],(n—p)

ed equivale infine all’intervallo di confidenza cercato

NSSAR NSSAR
aj — t[l—%],(n—p)\/<F_1)jjn7_p <oy <aj+ t[l—%],(n—p)\/(F_l)jjT_p :

Nel caso si abbia 0; = 0 Vi =1,...,n, i coefficienti (F~1),; sono proporzionali a 02, data
la proporzionalita fra F' e o2

— ¢;(x; i 1 < _
Fa= SR < 55 o) = e~

mentre gli elementi di ® sono proporzionali a ¢~!

D — qu(@) _ Pilzi)

i o

Di qui segue che le stime di chi-quadrato dei parametri di regressione non presentano
nessuna dipendenza da o

a=F ' y~o?c o7 =1.
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In modo analogo, la somma normalizzata dei quadrati degli scarti attorno alla regressione
risulta proporzionale a o2

n

1 D 2 1 n p 2
NSSAR = Y — [—y,- + a0 ($i):| == > [—yz‘ +) a0, (fﬂz‘)}
i j=1 i=1 j=1

i=1
e di conseguenza anche le ampiezze degli intervalli di confidenza sono indipendenti da o

n p 2
(F_l)ijSSAR ~ 0>NSSAR = Z [—yi + Z aj¢j (.CC,):| . O
=1

=1

Osservazione. Intervalli di confidenza simultanei dei parametri di regressione
Si sottolinea che la probabilita che i valori veri «; dei parametri di regressione siano tutti
compresi contemporaneamente entro i rispettivi intervalli confidenza

NSSAR NSSAR
aj — t[l—%],(n—p)\/u?_l)jjﬁ <y < aj+ t[l—%]f(n—p)\/w_l)jjni_p

non ¢ in generale eguale a (1 —a)P. Cio in conseguenza del fatto che le variabili a4, ..., ap
non sono indipendenti e che quindi gli eventi descritti dagli intervalli di confidenza prece-
denti non risultano a loro volta stocasticamente indipendenti: la probabilita dell’evento
composto non si identifica con il prodotto delle probabilita dei singoli eventi componenti.
Tale circostanza ricorre soltanto nell’ipotesi di indipendenza stocastica delle variabili a;,
che a sua volta richiede la condizione di ortogonalita dei vettori ®4,...,®,, come specifi-
cato dal teorema 31.

35. Intervallo di confidenza per le previsioni

Sia ® di rango massimo p. Dato xg € R si assuma che il valore della variabile y corrispon-
dente all’ascissa x = xg sia descritto dalla variabile casuale

p
o =) a;di(z0) + <o
j=1

con &g variabile gaussiana di media nulla e varianza o, indipendente dalle €; del modello di
regressione lineare. Si definisca la previsione del valore di y in xg in base alla regressione

lineare come »
Yo = Y _ajb;(wo).
j=1

Allora la previsione yo € una variabile gaussiana di media (o e varianza

p

El(yo — ¢0)*) = Y (F~ 1)k ¢5(x0) ¢k (wo) + 03

7,k=1
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e lintervallo di confidenza di (o, con livello di confidenza 1 —« € (0,1), assume la forma

NSSAR
Yo — tn—g,(n—p) VE[(o — C0)?] <( <

n—p
(35.1)
NSSAR
< Yo +1n-g1,-p) VE[Ho = C0)?]4 [ —— P
Qualora la varianza sia indipendente dall’ascissa — o; = o Vi=1,...,n eog =0 — il

precedente intervallo di confidenza € a sua volta indipendente da o.

Dimostrazione
La previsione ad = = xg si definisce come

p
Yo = > _a;o;(xo)

j=1

e stima il valore medio della variabile casuale

p
o = ) a;di(z0) + €0

Jj=1

con g variabile gaussiana di media nulla e varianza o3, indipendente da tutte le variabili

€i, ©=1,...,n, del modello. Ne segue che la differenza
p
yo—Co = Y (a5 — a;)¢;(x0) — o
j=1

¢ una combinazione lineare di variabili gaussiane indipendenti, di media nulla
E(aj —aj) =0 Vji=1,...,p E(g0) = 0
e varianze rispettive
El(aj —a;)?) = (F Y VYi=1....p E(g) = o3.

Anche yp — (p ¢ dunque una variabile gaussiana, di media nulla

p

E(yo — Co) = Y _E(a; — a;)¢;(wo) + E(eo) = 0

e varianza
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— 2] [ X0 - s — o] 3 - it - o] | =

= Y El(a; — a;)(ar — ax)] ¢;(z0)pr(x0) — 2215[(% — aj)eo] ¢j(x0) + E(eg) =
k—

1 j=1

— Z E[(a; — aj)(ar — ar)] ¢j(x0)dr(wo) + E(ed) =
k=

= > (F ) (o) dr (o) + 0 -
k=

Si noti poi che tutte le variabili a; — a; e la gy sono stocasticamente indipendenti dalla
NSSAR, per cui anche
Yo — Co
El(yo — ¢0)?]

risultano indipendenti, normale la prima e X2 a n — p gradi di libertd la seconda. La
variabile casuale

e NSSAR

1 Yo — Co
t =+vn—p
VNSSAR VE[(y0 — ¢o)?]

si distribuisce percido come una t di Student a n — p gradi di liberta. L’intervallo di
confidenza di (y ¢ allora esprimibile nella forma (35.1), con livello di confidenza 1 — «a €
(0,1).

Seog;, =0 Vi=1,...,n e 09 = o l'intervallo di confidenza di {y ¢ indipendente da o. In
tal caso infatti i coefficienti a; non dipendono da o e di conseguenza neppure yo; basta
allora considerare che

E[(yo — (o)?] ~ o e NSSAR ~ o2

per concludere che 'ampiezza dell’intervallo di confidenza non e funzione di . O

36. Regressione lineare e operatori di proiezione

e Formulazione del problema della regressione lineare
Il problema della regressione lineare con il metodo del chi quadrato si riconduce al calcolo
dei punti critici del funzionale quadratico

n

L, 6y) = Z%{—ymim(mr - Xn:[—iyngj Lo :mr,

i=1 ¢ i=1 j=1
in cui si assume che per ogni j =1,...,p
¢i(x;) #0 almenoperuni=1,...,n, (36.1)
in modo da assicurare 'effettiva dipendenza di £ da tutti gli argomenti &1, ...,&,.

Stefano Siboni 93




Dottorato di Ingegneria dei Materiali Note matematiche

e Formulazione matriciale/vettoriale del problema della regressione lineare

Si introducano — come gia in (30.3) — un generico vettore colonna y € R™ e la matrice

nxna‘l

1/01
Y1 1/(72 @
y = . 0'_1 = A
Yn O 1/on
nonché la matrice p x n ® di elementi
1 .
¢]’L:_‘¢]<wl) 1§]§p I<i<n
7
e i vettori colonna ®1,...,P, € R" definiti da
1

nessuno dei quali & nullo in virtu della (36.1). Allora ’espressione entro parentesi quadre
nella definizione di £ si identifica con la componente i-esima del vettore

P
-1
oy + Y4,
i=1
e il funzionale si puo riscrivere nella forma

L1515 8p) = <—<7_1y+i§j¢j)T<—U_1y+i§k¢k) =
Jj=1 k=1

= (~y"o 1+ ié@f) (—o 7y + ig;@k) . (36.3)
j=1 k=1

Si osservi che se si considera lo spazio R™ munito dell’usuale prodotto scalare

n
(zly) = Y miyi Vol =(z,m), yT = W1, 00)
=1

e della relativa norma indotta

o = (z]2)"/?,

al funzionale £ si puo attribuire I’espressione equivalente

p
—o Y+ Z§k¢k>

k=1

p
L&) = (=07 ly+ D69
j=1
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OVVEro )
2
L&) = [0y + D6 .
j=1
e Esistenza dei punti critici
Trattandosi di funzionale continuo e non negativo in R”, con
lim L(&1,y...,&p) = +o0, (36.4)

|(€17-"7€p)|—>+00

I’esistenza di un minimo assoluto di £ e assicurata dal teorema di Weierstrass, mentre
la differenziabilita del funzionale in tutto R? consente di identificare tale minimo con un
punto critico — non necessariamente unico.

In effetti, la condizione (36.4) implica che comunque si assegni un H > 0 prefissato a piacere
sia possibile determinare un raggio R > 0 tale che V (&1,...,&,) € RP, |[(&1,...,&)]2 < R
si abbia

S(fl,...,fp) > H .

Il problema della ricerca dei minimi assoluti di £ viene quindi limitato alla sola sfera
compatta con centro 'origine e di raggio R

{150 6p) €RY 2 (&1, 6p) < RY

sulla quale 'esistenza di almeno un minimo segue immediatamente dal teorema di Weier-
strass, data ’evidente continuita del funzionale quadratico.

e Equazione dei punti critici
I punti critici (&1,...,&) = (a1,...,ap) del funzionale (36.3) si ricavano annullando le
derivate parziali prime

oz

p p
6, (€1,.-,8p) = @£<—U_1y + kaq)k) + <—yT<7_1 + Zéjq)]r)q)h =
k=1 j=1

= o, <—a_1y + ifkq)k) + @ <—0_1y + iﬁkq)k) =

k=1 k=1
p
— 297 <—a—1y v ngqbk)
k=1

e sono quindi tutte e sole le soluzioni del sistema lineare

p
@5(—0—1y+zak¢k) —0 1<h<p
k=1

ossia, equivalentemente, di

p
<q>h) —a_1y+2akq)k> —0 1<h<p, (36.5)
k=1
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che puo anche porsi nella forma

p
> (@n|®r)ar = (Pplo~'y) 1< h<p. (36.6)
k=1

e Unicita dei punti critici

L’esistenza di almeno una soluzione ¢ garantita — come gia sottolineato — dalle proprieta
generali del funzionale £; per I'unicita della soluzione & tuttavia necessario e sufficiente
assumere che la matrice ® abbia rango massimo p, fatto questo che equivale a richiedere
la lineare indipendenza dei vettori ®;, j =1,...,p. In effetti, la soluzione di (36.6) risulta
unica se e soltanto se il sistema omogeneo associato

p
> [ Ppzy =0 1<h<p (36.7)
k=1

ammette come unica soluzione quella banale (z1,...,2,) = (0,...,0), circostanza questa

che ricorre se e soltanto se la matrice incompleta F' del sistema, di elementi
. = ®f @y 1<h<p 1<k<p,

e non singolare. Per verificare questa condizione basta osservare che la matrice F' e sim-

metrica e che Vul = (u1,...,u,) € R? la forma quadratica associata vale
P
Z thhkuk = Z uhq)hq)kuk = <Zuhq)h) <Zukq)k) =
hk=1 hk=1 k=1

p p p
= <ZUhq)h’Zukq)k> = ’Zuhq)hr >0
h—1 k=1 h—1 2

con »
’ = < Z uhq)h = 0.
hk=1 h=1
F risulta pertanto definita positiva se e soltanto se i vettori colonna @, ..., ®, sono line-

armente indipendenti, allorché si ha
Zthhkuk:O - (ul,...,up):(O,...,O)
hk=1

mentre in caso contrario F' & soltanto semidefinita non definita positiva — e dunque sin-
golare.

e Unicita del vettore di regressione
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Si ¢ stabilito che la soluzione ({1,...,&,) = (a1,...,ap) del problema di regressione non
¢ in generale unica, ma risulta definita a meno di un’arbitraria soluzione (z1,...,z2p)
dell’equazione lineare omogenea (36.7)

p
> [ Ppz =0 1<h<p.
k=1

Si osservi che per una qualsiasi soluzione del problema omogeneo devono valere le relazioni

p
thQ%’@kzk:O 1<h<p
k=1

e quindi, sommando sull’indice h
P P
Z Zh Z @%’@kzk =0
h=1 k=1

equazione dalla quale si deduce che

P TZ> p p
<Z th)h) Zqu)k = <Zzh¢h’ sz¢k> —
h=1 k=1 he1 o1

2
=0
2

p
E z2nPp,
h=1

ossia
P
E th)h =0.
h=1

Ne deriva che la soluzione generale del problema di regressione

(&1,....&) = (a1, ap) + (21,...,2p)
individua un unico vettore di regressione

p p
Z(ah —l—Zh)q)h = Zahq)h.

h=1 h=1

Introdotto il sottospazio lineare generato dai vettori colonna ®4,...,®,
Vp, = span{®y,...,P,}
ed il relativo complemento ortogonale in R"
VpL ={zeR": (Pylz) =0Vh=1,...,p},

allo stesso risultato si puo pervenire osservando che R" si decompone in somma diretta dei

precedenti sottospazi ortogonali
R — ‘/p D ‘/pL
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e che di conseguenza ogni vettore o~ 'y € R" deve potersi scrivere in un solo modo come

somma di un vettore in V,, e di un vettore di VL Nella fattlspe(ne si ha la decomposizione
in termini del vettore di regressione calcolato per o ly

p p
J_ly = Zahq)h + <a_1y — Zahq)h)
h=1 h=1

nella quale ovviamente il primo vettore appartiene allo spazio V), — cio avverrebbe per
qualsiasi scelta dei coefficienti a1, ...,ap, —

p
Z ap®;, € V},
h=1

mentre
p
a_ly — Zahq)h € V}f ,
h=1
per effetto delle (36.5) — che invece valgono se e soltanto se Y _, ap®p ¢ il vettore di

regressione calcolato per ¢~'y. Dall’unicitd della decomposizione segue pertanto che il

vettore
D
>y
h=1

con le ay,...,a, determinate secondo le (36.5) ¢ il solo vettore di regressione cor-
rispondente a o~ 1y.

e Operatore di regressione
Poiché il risultato precedente fa corrispondere ad ogni vettore w € R™ un unico vettore di
regressione 22:1 an Py, € possibile considerare ’applicazione di R™ in sé

P, : weR" —— Py Zahthe V, C R" (36.8)
h=1

la cui linearita si deduce immediatamente dalle (36.5). Comunque si fissino w’, w” in R™
e A\, A € R si ha infatti

(O] —w' + Py(w')) =0 1<h<p

(Op| —w" + Pp(w")) =0 1<h<p

per cui
N{(®p| —w' + Pp(w')) + X'(®p| —w” + Po(w”)) =0 1<h<p
vale a dire

<q)h} . ()\’w’+)\”w”)+)\’Pp(w’)+)\”Pp(w”)> -0 1 < hgp
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e dunque, per definizione dell’applicazione P,
1! oo\ ! / " "
Py(Nw' + N'w") = NPy(w') + X' Py(w”) .

L’applicazione lineare P, ¢ definita come operatore di regressione lineare e puo inter-
pretarsi come 'operatore di proiezione ortogonale sul sottospazio V,, di R", che ad
ogni w € R™ fa corrispondere I'unico vettore P,(w) per il quale risulta

w = Pp(w) + y = Py(w)

con Py(w) € V, e w— Py(o™'y) € V;-.

e Proprieta dell’operatore di regressione
Le proprieta piu notevole dell’operatore P, seguono dalla sua natura di operatore di pro-
iezione ortogonale.

Il fatto che P, sia un operatore di proiezione ne assicura l'idempotenza
2
Py =P

in quanto
P2w = Py(Pyw) = Py(Pyw+ 0) = Pyw VweR"

essendo P,w € V), per definizione.

L’ortogonalita degli spazi V), e VpL implica inoltre la simmetria dell’operatore di proie-
zione, dal momento che se Vv, w € R" si pone

v=1v+0" v eV, VeVt
w=w+uw" w eV, w eVt
si ricava
(| Ppw) = (wu’) = (' +"w') = (|w') = W' +u") = ('|w) = (Bolw).
Di qui e poi facile stabilire il carattere semidefinito positivo dell’operatore
(w|Pyw) = (w|PpQw> = (P,w|Pyw) = |Pyw|3 >0 VweR™.

Dalla simmetria e idempotenza di P, si deduce infine che gli autovalori dell’operatore sono
Oel

Pw=M = 0= P’-Pl)w=MN-NDv = IA-1)=0

e Traccia e matrice rappresentativa dell’operatore di regressione
La traccia tr(P,) dell’'operatore di regressione coincide, in generale, con la somma dei suoi
autovalori; nella fattispecie, siccome gli autovalori di P, sono soltanto 0 e 1, la traccia si
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identifica con la moltemplicita dell’autovalore 1. Tale molteplicita coincide peraltro con la
dimensione del range di P,

tr(P,) = molteplicita dell’autovalore 1 = dim range(FP,)

dal momento che presa una qualsiasi base di autovettori ortonormali quelli associati all’au-
tovalore 1 costituiscono una base del range, mentre quelli relativi a 0 forniscono una base
del nucleo

molteplicita dell’autovalore 0 = dim ker(P,).

D’altra parte, per un operatore di proiezione quale ¢ P, il range coincide con l'intero
sottospazio di proiezione, ossia

range(P,) = V, = span{®,...,®,}

per cui
dim range(P,) = dim V,, = dim span{®;,...,®,} = rankd.

In definitiva la traccia — e rango — dell’operatore di regressione e data dalla relazione

tr(P,) = rank®

e coincide quindi con il numero massimo di vettori colonna ®1, ..., ®, linearmente indipen-
denti.
In particolare, nell’ipotesi consueta che i vettori ®, ..., ®, siano linearmente indipendenti

— ovvero ® di rango massimo p — si conclude che

tr(Py) = p.

Osservazione. Ancora sulla traccia di P,
Allo stesso risultato si puo pervenire attraverso il calcolo diretto della matrice rappresen-
tativa L’operatore di regressione P, ¢ definito da

P
Py(w) = Zakq)k
k=1

con gli ai,...,a, verificanti il sistema (36.5)

p
> ®fPrar = Pfw  1<h<p
k=1

ovvero

p
ZFhkak:@gw 1§h§p.
k=1
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Qualora si assuma la lineare indipendenza dei vettori colonna ®4,...,®, — vale a dire il
rango massimo p della matrice & —, la matrice F' risulta invertibile e i coefficienti a1, ..., ap
sono determinati univocamente come

p

ar = Z(F_l)khq)gw 1§k’§p.
h=1
Ne deriva la seguente espressione per l'operatore di regressione
p p
Pp(w) = Zak b, = Z (F_l)khq)gw P,
k=1 hk=1
e la componente i-esima dell'immagine P,(w) € R™ si scrivera

(F " en®pw (Pr)i =
1

(F > (@1)y0; (@) =

[Pp(w)]i =

Il
M= 5= 7=

1 =1
p
= > (Fkn(@n);(Rr)i w
Jj=1h,k=1

e conseguentemente la matrice rappresentativa [P,] dell’operatore rispetto alla base cano-
nica avra elementi

p
Z N khq)h)<q)k) 1<1<n 1<53<n.
hok=1

La traccia dell’operatore coincide con la traccia di una sua qualsiasi rappresentazione
matriciale, percio

n n p
(B = ] = Sl = 3 3 (o) —
i=1 i=1 h k=1
p p p p
= > (F @ ®, = Y (F nFue =Y F'Fle = > 66k = p,
hok=1 hok=1 k=1 k=1

a conferma del risultato gia ottenuto.

e Proprieta dell’operatore I — P,
E evidente che anche I — P, costituisce un operatore di proiezione ortogonale

I-P) : weR" —— w—PuweV;
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simmetrico, idempotente e semidefinito positivo. Infatti
(ol = Pp)w) = (v|w) — (v|Pw) = (v|lw) = (Ppo|w) = (I - Pp)olw)  Vv,weR"

1-P) =1-2P,+P; =1-2P,+P,=1-P,
(w](I - Pyw) = (w](I-ByYw) = ([ - Pu|I—BJw) >0  VuweR".
La composizione con il proiettore P, ¢ ovviamente nulla
P,(I-P,) =P,—P. =P,—P, =0
mentre la traccia e legata in modo ovvio a quella di P,
tr(I — Pp) = tr(l) —tr(Pp) = n—tr(Fp).
¢ La somma normalizzata dei quadrati degli scarti attorno alla regressione come
variabile di X?
La somma normalizzata dei quadrati degli scarti attorno alla regressione — definita dalla

(32.1) — ¢ data dal funzionale quadratico della regressione lineare £(¢1,...,&,) calcolato
nella soluzione (&1,...,&p) = (a1,...,ap)

n 2
NSSAR = £(ay,...,a,) = Z[—iy,+za] ¢ m,)} .

=1 j=1

In accordo con il modello statistico illustrato in (29.1), le variabili casuali y; sono stocasti-

camente indipendenti e gaussiane, con varianza o? e valor medio

p
vi) = Y _ajé;(a) 1<i<n
j=1

per cui risulta

e dunque
p
o 'B(y) = > a;®;
j=1

Considerata la definizione (36.8) dell’operatore di regressione P,
p
Py(c7ty) = Zajq)j VyeR"
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con gli ai,...,a, calcolati secondo le (36.6), 'essere Z?Zlaj ®; ¢ V), implica che si abbia

Py(oE(y)) = Pp(Z%@j) = Z%@j
da cui si deduce
Pplo™ (y —EW))] = Pplo™"y) — B0 'E(y)) = Y (a; — )P,

e conseguentemente

(I-Py)lo " (y—E)] = o' (y—E@y) — Plo ' (y —E(y))] =

P P
= 0 1(y—E(y)) —Z(aj a])@j = o 1y_zajq)j
Jj=1 j=1
E allora facile esprimere il valore minimo NSSAR = £(ay, ..., a,) del funzionale quadratico

in termini dell’operatore di regressione P,

p 2 p p
a_ly—Zajq)j = <a_1y—2ajq)j a_ly—Zajq)j> =
j=1 2 k=1 j=1

= (I P)le™ (y —~EW| T - Pp)lo ™" (y —EW))]) =

e siccome le variabili

w= oty —E@)) = LR iy

sono normali e indipendenti, si conclude che
NSSAR = £(a1,...,ap) = (z|(I - Pp)z) (36.9)

¢ una variabile di X2 a tr(I — P,) = n — tr(P,) gradi di liberta. In particolare, nell'ipotesi
che il rango della matrice ® sia massimo, ossia che i vettori ®1,..., P, siano linearmente
indipendenti, il numero di gradi di liberta ¢ pari a n — p.

¢ Relazione fra ’operatore di regressione P, e 'operatore P, relativo ad un
modello di regressione con s parametri addizionali
Si considerino il sistema di vettori non nulli di R™

Oy, Dy, ..., Dy
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i sottospazi lineari
Vp, = span{®;, ..., D,}

Vpts = span{®@y, ..., Dy, ®piq,..., Ppist

e i relativi operatori di proiezione ortogonale
. n
P, :R" ——V,

Pois : R" —— Vpys.
I sottospazi lineari soddisfano le ovvie relazioni di inclusione
Vo C Vpts Vr 2 Vs
mentre per gli operatori di proiezione vale
PpPpis = PpysBp = By
Quest’ultima relazione risulta ovvia nel caso si abbia V,, = V,4, circostanza che non &
dato di escludere in quanto i vettori ®4,..., P, possono essere linearmente dipendenti.
Qualora sia V}, C V,4, si ha ovviamente che
a:=dmV, < dimV,i,:=b
e che data una base ortonormale di V),
€1, €2, ..., €Eq
¢ sempre possibile prolungarla in una base ortonormale di V),
€1, €2, ooy €a 5y €Eg41 ..., €
a sua volta prolungabile in una base ortonormale dell’intero R"
€1, €2, cee sy €q 5, €Eg41 cee sy €p .y, €Epy1 ., €En
— a questo scopo basta osservare che qualsiasi base di V), puo prolungarsi in una base di

Vp+s DO Vp, ed applicare quindi il teorema di Gram-Schmidt. In modo analogo si procede
per prolungare la base di V4 cosi ottenuta in una base ortonormale di R". — I vettori

€Ca+1 > cee €p , €h+1 > cee €En
costituiscono una base ortonormale dello spazio ortogonale V;, mentre
€p+1 cee €En
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forniscono una base di V; .. Per ogni 2 = .7 | z;¢; € R™ vale allora

a n
Z:c,e, + Z Ti€; Y ziei €V, > miei €V

i=a+1 i=1 i=a-+1
come pure
b n
Tr = Z:c,e, + Z Ti€; Z:c,-e,- € Vpts Z Ti€; € fors
i=b+1 i=1 i=b+1
e pertanto

n a
Pp.CE = Pp< E .361‘61') = E €T;€;
i=1 =1
n b
Pp+5$ = Pp+5< E .361‘61') = E xX;€; .
i=1 =1

Da queste relazioni si deduce che

P, s Ppx = Pp+s<2w,e,) = p+5<2w,e,+ Z Oe,) = iwiei = Pyx VreR"
i=1

i—a+1
e quindi
P, P, = P,.

In modo analogo si ottiene la relazione P,P, s = P,

b a
P,P, sz = P, <Z :c,-e,-) = P, <Z:c,e, + Z :cze,) = Z:c,-e,- = P,x.
i=1

=1 i=a-+1

e Proprieta dell’operatore P, — P,
L’operatore P, — P, ¢ simmetrico, semidefinito positivo e idempotente. La sua compo-
sizione con P, ¢ nulla. La simmetria ¢ immediata

(Pp+s—P) _PpT+s_PpT: p+s_Pp

mentre il carattere semidefinito positivo segue dalla definizione degli operatori di regres-
sione, in quanto

(@l(Ppss — P)a) = (@|Pyrat) — (@] Py} = (2| P2 @) — (2l P2a) =
= [Py} — [Pt} >0 Va e R

mentre (z|(Pp+s — Pp)z) = 0 per ogni € V,. Per verificare I'idempotenza ¢ sufficiente
applicare le proprieta algebriche dimostrate al punto precedente

(Pp+s_P) - P§+5+P]92_Pp+spp_PpPp+s = Pp+s+Pp_Pp_P = p+s_Pp
le stesse che consentono di provare I’annullarsi della composizione di Py, — P, con P,

(Ppts — Bp)Pp = PP+SPP_P]32 = F—F =0.
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37. Parametro addizionale nella regressione lineare

Si considerino i modelli di regressione lineare

p
G = Zaj¢j(:c,-) + & 1=1,...,n (371)
j=1
€
p+1
G = Zaj¢j(:c,-) + & 1=1,...,n (372)
j=1

che differiscono l'uno dall’altro per l’introduzione di un parametro addizionale cpyq cor-

rispondente alla componente ¢,+1 della funzione di regressione. Le matrici — definite
secondo la (36.2) —

b = (q)l,...,q)p) e q)/ = (q)l,...,q)p,q)p+1)

st assumano di rango massimo, rispettivamente p e p+ 1.
Se (37.1) ¢é il modello di regressione corretto, allora le somme normalizzate dei quadrati
degli scarti attorno alle due regressioni

sono variabili di X? rispettivamente an —p en —p — 1 gradi di liberta, la loro differenza
NSSAR, — NSSAR, ;1
costituisce una variabile di X? a 1 grado di liberta ed infine

NSSAR, — NSSAR,,; e  NSSAR,

risultano stocasticamente indipendenti.

Dimostrazione

Si osservi preliminarmente che se il modello (37.1) & corretto, tale puo intendersi anche
il modello (37.2), a condizione di assumere a1 = 0. Grazie alle condizioni assunte sul
rango delle matrici ® e ®’, il teorema 32 assicura che

NSSAR, = (o' (y —E®))|@ - P,)o "' (y — E(y)))

sia una variabile di X2 a n — p gradi di liberta e, allo stesso modo, che
NSSARp11 = (07 (y —E() |- Bor1)o ' (y —E(y)))
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costituisca a propria volta una variabile di X? an — (p+ 1) = n —p — 1 gradi di liberta.
Come evidenziato, dette proprieta possono anche essere dedotte esprimendo le somme
normalizzate in termini degli operatori di proiezione P, e P,11, per mezzo della relazione
(36.9). La stessa relazione (36.9) consente inoltre di scrivere la differenza NSSAR, —
NSSAR,+1 nella forma

NSSAR, — NSSAR,+:1 = <a_1 (v — E(y)) }(H — Py)o! (y — E(y
~ (07 (y —E)[(L~ Ppsr)o™ ' (y — E
= (07 (y —EW)|(Ppr1 — Pp)o~ ' (y — E(y)))
e dall'idempotenza e simmetria dell’operatore P,41 — P, si deduce che la variabile ¢ di X2

con
tr(Ppr1 — Pp) = tr(Ppg1) —tr(F) =p+1-p =1

gradi di liberta, come affermato. L’indipendenza stocastica di NSSAR, — NSSAR, 1
e NSSAR, ;1 segue infine dalle proprieta algebriche degli operatori di proiezione e dal
teorema di Craig

(Pp+1_Pp)<H_Pp+1) = Pp+1_Pp_PpQ+1+PpPp+1 =
:Pp+1—Pp—Pp+1+Pp:O. O

Osservazione

Le variabili casuali NSSAR,, — NSSAR, 1 e NSSAR, non sono stocasticamente indipen-
denti. Le variabili sono infatti forme quadratiche semidefinite positive delle variabili nor-
mali 0~!(y—E(y)), ma il teorema di Craig non & infatti verificato in quanto la composizione
degli operatori di rappresentazione non ¢ identicamente nullo

(Pot1— Bp)(IL = ) = Ppya _Pp_P]?4-1Pz?+Pp2 -
=PFP1—FP,—P,+FP,=FP1—FP,#0
Corollario. F-test per il parametro addizionale nella regressione lineare

Dal teorema precedente si deduce immediatamente che se il modello di regressione corretto
¢ (37.2) con apy1 = 0, il quoziente

NSSAR, — NSSAR,
NSSAR,+ 1

F=Mmn-p-1)
segue una distribuzione di Fisher a (1,n —p—1) gradi di liberta. E chiaro dalla definizione
di NSSAR, 1 che per a1 = 0 deve aversi verosimilmente a,41 ~ 0 e quindi

NSSAR,+1 < NSSAR,

mentre qualora risultasse ay,41 # 0 la somma normalizzata dei quadrati degli scarti attorno
alla regressione dovra diminuire sensibilmente nell’incrementare il numero dei parametri
dapap+1

NSSAR,+1 < NSSAR,
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Nel primo caso ci si aspetta pertanto che la variabile F' sia prossima a zero

NSSAR, — NSSAR, 1

F=(-p-1
(n=p-1) NSSAR, 1

20

mentre nel secondo e del tutto ragionevole presumere un valore di F' sensibilmente maggiore

NSSAR, ~NSSAR,41 o

F=Mmn-p-—1)

NSSAR,+1
E allora possibile testare I'ipotesi nulla
p+1
Hy : modello di regressione Zaj¢j corretto con a1 = 0
j=1
contro l'ipotesi alternativa
p+1
H; : modello di regressione Zaj¢j corretto con ap41 # 0
j=1

facendo uso della F' come variabile del test e rigettando Hy se
F 2 Fi—a),(1,n—p-1)

con livello di significativita a € (0,1). Qualora l'ipotesi nulla venga rifiutata, sara van-
taggioso includere 'ulteriore termine ap41¢p4+1(z) nella funzione di regressione; in caso
contrario la regressione a p termini dovra essere considerata soddisfacente e 'introduzione
del parametro addizionale non necessaria.

38. Retta di regressione

Dato il modello di regressione lineare

(G = a+ Pz +¢; 1=1,...,n

e posto:
S = — S, = Z_’ S, = Ll
2 T 2 Yy 2
=1 7 i=1 g; i=1 g;
o - -5512 o . TiYi o 2
Sew =) 5 Sey = Y 5 A=5S,-52>0,
j i i=1 ¢

le stime di chi-quadrato dei parametri o e 3 sono date da

_ SewSy=SeSey  , _ SSey = SaS,
A A

a
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e costituiscono una coppia di variabili gaussiane multivariate con matrice di covarianza
C o l Sacac _Sac
A\-S: S

Sz
VSSus

La somma normalizzata dei quadrati degli scarti attorno alla regressione si scrive

e coefficiente di correlazione

corr(a,b) = —

n

1
NSSAR = ) —(a+ bx; — y;)?

i=1 1

e risulta una variabile di X? a n — 2 gradi di liberta, stocasticamente indipendente tanto
da a quanto da b.

Dimostrazione
La soluzione del problema di regressione lineare con il metodo del X2 & individuata

dall’equazione normale (30.4)
Fa = ®o 1y

nella quale la scelta delle funzioni di base
p1(z) =1 pa(z) = o
e le definizioni (30.2) porgono per la matrice ® le relazioni

1 .
q)li:_ @212& szl,,n
7 o

e per F = ®®7 — matrice 2 x 2 —

n

Fi = Zq)uq)u = Z% =95
i1 i=1

7

n n
1 x X;
Fia = Fy = Zq)uq)m‘ = —— = — = 5,
, L~ g, 0 o
=1 =1 =1 7
-~ "z ox D a2
_ B — e i
Fyy = Zq)qu)Qz =250 202 = Sez-
=1 =1 =1 !
La matrice F' vale dunque
s S
F _ X
con determinante
A =SS, Si
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sempre positivo per via della diseguaglianza di Cauchy-Schwarz
n n n 2 n
2 _ Ti\? z; 12 T L
si= (X)) = (Xns) sX 5 X =SS

i=1 ? =1 i=1 ' ¢=1 1
nella quale il segno di eguaglianza vale se e soltanto se

T 1
=== Vi=1,...,n (A costante)
g; g;

e pertanto non puo ricorrere nell’ipotesi di z; distinti. La soluzione dell’equazione normale
¢ individuata univocamente dall’inversa di F'

1 /8 =S
-1 _ - TT T
(%)

e risulta
n

Ly

a 1 /8 -5 —1 71 i
— F‘1¢ —1 - T T =1 —
(b) o A(—Sx S) -
i—1 7171
— l Sacac _Sac Sy — l SacacSy - SacSacy
A\=-S5 S Sy A\ SSzy— 525y
come affermato. Il teorema 31 stabilisce che le stime a e b costituiscono una coppia di
variabili gaussiane bivariate con matrice di covarianza

1 /8 =S
_ -1 _ - TxT x
c-r=-x(% )

e conseguentemente varianze e covarianza assumono la forma

Seax S Sz
var(a) = X var(b) = X cov(a,b) = N
per cui il coefficiente di correlazione si riduce a
corr(a,b) = cov(a,b) =

var(a) var(b) VSuz

Questo risultato implica che per S, # 0 le variabili casuali a e b non sono stocasticamente
indipendenti. L’espressione per la NSSAR non ¢ altro che la specializzazione della (32.1)
al modello di regressione qui considerato

n

1
NSSAR = Z —(a+ bx; — y;)?

i=1 1

e che si tratti di una variabile di x? a n — 2 gradi di liberta segue dal teorema 32 con

p = rank(F') = rank(®) = 2. Il teorema 33 se assicura infine I'indipendenza stocastica sia
da a che da .
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39. Retta di regressione, modello alternativo
Dato il modello di regressione lineare
G = p+r(z —T)+e i=1,...,n
con T media pesata delle ascisse
SN N T |
r = <Z_Zl 0—12) Z_Zl a—igfﬂz‘ s
le stime di chi-quadrato dei parametri p e k sono date da

L e Ry | 1 o\ ! 1 _
mZ(Z;) Zla_igyi q:<-21‘7_¢2(wi_w)) ;a—?(fﬂz‘—fﬁ)yz

1= ¢ 1= 1=

3

e costituiscono una coppia di variabili gaussiane multivariate con matrice di covarianza

n
1\ -1
(X 5) 0
C = =1
0 (Z (@ —7)%)
i=1 7

risultando percio stocasticamente indipendenti. La somma normalizzata dei quadrati degli
scarti attorno alla regressione assume la forma

n

NSSAR = Z %[m + q(z; — T) — yi)?

i=1 ¢
e risulta una variabile di X? a n — 2 gradi di liberta, stocasticamente indipendente tanto

da m quanto da q.

Dimostrazione
Le funzioni di base sono in questo caso

pi(x) =1 p2(x) =2 —7
in modo che le definizioni (30.2) porgono per la matrice ® le relazioni
D (; 1 Do (x5 i —T .
@11‘:M:— @21-: 2(-56):55 z VZzl,...,n

o 0 o o

e per la matrice F'

Fi = Zq)liq)lz Zig

-z " "1
(A —
Fig = Iy = E D10y = E P — — —T =0
o o
=1 =1 Z =1 g =1 ¢

Fyy = Zq)qu)Qz = Z%
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La matrice F' assume dunque la forma diagonale

1
> 2 0

0 Z (@i ;25)2

=1
e siccome gli elementi diagonali sono sempre strettamente positivi, 'uno per la positivita
delle varianze o7 e I’altro per I'essere gli x; distinti, ne deriva che la F' & sempre invertibile,

con inversa
n
1\ -1
> 0
< L 52 )
’Li

1=

L’equazione normale (30.4) individua univocamente la soluzione di chi-quadrato
n n
1\t 1
(=) 0 2 o7
(m) = F ooty = i=1 "° . L, , =1 1_ _
Z . (2 =7\ (@ ~ Py
2 2

La matrice F~! coincide anche con la matrice di covarianza delle variabili m, ¢ e la sua
struttura diagonale implica l'indipendenza stocastica delle stesse variabili. La sostituzione
in (32.1) del modello statistico qui considerato conduce a

n

1
NSSAR = Z ?[m +q(z; — 7)) — yi)*.

i=1 %

L’indipendenza stocastica di NSSAR, m e ¢, come pure il fatto che NSSAR sia una variabile
di X? an — 2 gradi di libertd, si dimostra come nel teorema precedente. O

40. Retta di regressione. Intervalli di confidenza per i coefficienti a e b
Dato il modello di regressione lineare a due parametri
(G = a+ Px; +¢; 1=1,...,n

e introdotte le notazioni di cui al teorema 38, gli intervalli di confidenza per le stime a e b
dei parametri o e 3 sono dati da

S.. NSSAR S.. NSSAR
a—th-g -\ A -9 SOSotin-gie-2\ A "o

n—2
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S NSSAR S NSSAR
b—th-s1m-2\x S —g SOSbFHln-gsLm-2\\ X -5

con livello di confidenza 1 —¢e € (0,1). Nel caso di equali varianze o? = o2 gli intervalli di

2=
confidenza sono indipendenti da o.

Dimostrazione
E sufficiente inserire le espressioni esplicite delle varianze (F'~1);;

Sacac
A

(F Y = (F 1) = %

e porre p = 2 nelle relazioni generali (34.1)

NSSAR NSSAR
a; — t[l—%],(n—p)\/(F_l)jji < a; < a +t[1—%]:<n—p>\/<F_1)jj7

n—p n—7p

per ottenere il risultato richiesto. Il teorema 34 garantisce che in caso di eguali varianze

02 = 02 gli intervalli di confidenza non dipendano esplicitamente da o. Si ricorda che le
variabili gaussiane a e b non sono stocasticamente indipendenti, per cui la probabilita che i
valori medi o e 3 appartengano simultaneamente ai rispettivi intervalli di confidenza non

coincide con il prodotto (1 — ¢)? dei singoli livelli di confidenza. O

41. Retta di regressione. Intervalli di confidenza per i coefficienti m e ¢

Dato il modello di regressione lineare
G = p+r(r—7)+e i=1,...,n

e introdotte le notazioni di cui al teorema 39, gli intervalli di confidenza per le stime m e
q dei parametri 4 € K St SCTiVONo

< - %)—1NSSAR <u<

— el (e
m [1 2]7( 2)\ n_2

n

<Sm+1-_2](n-2)

n—2

1 )—1 NSSAR
o}

. i —T)2\~1NSSAR
q- t[l—%]:(n—Q) \ <Zl @ 01255) ) n—o9 <K<

", (2; — T)2\ -1 NSSAR
§q+t[1_%],<n—2>\ Q_; . agw) ) n—2
2

con livello di confidenza 1 — a € (0,1). Nel caso di equali varianze o? = o2 gli intervalli
di confidenza sono indipendenti da o.
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Dimostrazione
Al risultato si perviene come nel caso precedente, ricordando che che

(F Y1 = <i 0%2)_1 e (F~Y)gp = <i %)—1

e utilizzando la (34.1). L’indipendenza da o degli intervalli di confidenza nel caso di eguali

varianze o? = 02 si deduce immediatamente dal teorema 34. E importante sottolineare

che in questo caso le variabili m e ¢ sono stocasticamente indipendenti e che pertanto i
valori veri u e k appartengono simultaneamente ai rispettivi intervalli di confidenza con
probabilita (1 — «)?. O

42. Retta di regressione. Intervallo di confidenza per le previsioni

Dato il modello di regressione lineare
G = p+r(r—7)+e i1=1,...,n

e xo € R, st assuma che il valore della variabile y corrispondente all’ascissa x = xg sia
descritto dalla variabile casuale

CO = M‘f—li(SEo—T)—i—Eo

con €q variabile gaussiana di media nulla e varianza o3, indipendente dalle &; del modello.
Si definisca la previsione del valore di y in xo in base alla regressione lineare come

Yo = m+q(zo —7T).

Allora la previsione yo € una variabile gaussiana di media (o e varianza

El(yo — ¢0)?] = <i %)_1 + <i %(SM — T)Q)_l(wo —T) 4 0f

i= ¢ i=1 !

e lintervallo di confidenza di (o, con livello di confidenza 1 —« € (0,1), assume la forma

NSSAR
Yo — tn—=,(n—2) VE[(Yo — C0)? < (o <

(42.1)
NSSAR
<yo +tn-gyn-2 VE [(yo — Co)?
Qualora la varianza sia indipendente dall’ascissa — o; = o Vi=1,...,n eog =0 — il

precedente intervallo di confidenza € a sua volta indipendente da o

/| SS SS
Yo = tn—g),(n—2) VvV —" <Co < yo+tn-gy(n-2) VV — (42.2)
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con
1 — - 2
T = EZ% SS:Z[—yierJrq(:ci—E)]
=1 =1
1 1
V = 1+5+n—(:c0—§)2.
D> (w7
i=1
Dimostrazione
Si tratta di specializzare al modello qui considerato i risultati del teorema 35. O
Osservazione

Giova sottolineare che al variare di xp € R lintervallo di confidenza (42.2) descrive una
regione del piano (z,y) del tipo

{(z,y) ER* : m+q(z—7)—cy/14+g(xz—T)2<y<m+gq(x—7) —cy/1+g(x—12)}
con ¢ e g costanti positive opportune. Questa regione di confidenza costituisce un

intorno della retta di regressione e il suo aspetto qualitativo e illustrato col tratteggio nella
figura seguente

y=m+q(xX-X)

- X

Con 'aumentare della dispersione delle x; attorno al loro valore medio T, ovvero di

=1

si verifica una riduzione del coefficiente V' e quindi I’estensione della regione di confidenza
diminuisce. Cio riflette 'idea intuitiva che a parita di ogni altra condizione l'incertezza
nel posizionamento della retta di regressione debba essere maggiore per valori x; molto
ravvicinati e minore nel caso di elevata dispersione dei dati in x.
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43. Singular Value Decomposition di una matrice m x n

La SVD di una matrice A € una riscrittura di A come prodotto

Y O T

A =V U
(® ®) (43.1)

m Xn m X m m Xn nXxn

dove V' e U sono matrici ortogonali e ¥ & una matrice diagonale con elementi positivi (i
valori singolari positivi della matrice A).

Precisamente, 'esistenza della SVD per una matrice A # 0 arbitraria e assicurata nei
termini seguenti:

e U e una matrice n X n le cui colonne uq,...,u, costituiscono una base ortonormale
di autovettori della matrice n x n, simmetrica e semidefinita positiva, A7 A

U= (ur ... up) AT Au; = otu; Yi=1,...,n

01>a§2...202>af+1 =...=02=0

e > & una matrice diagonale r x r, con r = rank(A) < min(m,n),

g1 @

02
Y = . (43.2)
©) oy
i cui elementi diagonali sono le radici quadrate aritmetiche degli autovalori positivi di
AT A (valori singolari positivi della matrice A)

e VV & una matrice m X m le cui prime r colonne sono date dai vettori ortonormali

B 1
o |Au,|2

Vj Au, Vi = 1, ey T (433)
mentre le eventuali m — r colonne residue si scelgono in modo da generare una base
ortonormale di R™

Il caso A = 0 e di scarso interesse, in quanto la SVD puo essere scritta ponendo ¥ = 0 e
facendo uso di matrici ortogonali U e V' arbitrarie.

Base ortonormale di AT A
L’esistenza di una base ortonormale u1,...,u, di autovettori di AT A segue immediata-
mente dal carattere simmetrico della matrice. Trattandosi poi di matrice semidefinita
positiva

u" AT Au = (Au)"Au = |Au|3 >0  VueR",
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i relativi autovalori sono tutti reali e non negativi, rappresentabili come quadrati di quan-

tita reali non negative
ATAu,- = a?ui Vi= 1,...,n

e ordinabili in senso decrescente

0%2032...202>af+1 =...=o0, =0.

Nella precedente espressione il parametro r individua il numero di autovalori non nulli
della matrice AT A e di conseguenza n — r rappresenta la molteplicitd dell’autovalore zero.
Si ha percio

dimker(ATA) = n —r

e dunque
rank(ATA) = dimrange(AT A) = n — dimker(ATA) = r.

Il paramtro r si identifica pertanto con il rango della matrice simmetrica AT A.
Il rango di AT A coincide con quello di A

Conviene dimostrare I’affermazione provando l'identita dei nuclei di A e ATA. Se z €
ker(AT A), allora

ATAz =0
per cui
2T AT Az = 0 = |Az|s = 0 = Az =0 = x € ker(A)
e quindi

ker(AT A) C ker(A).
Viceversa, per ogni = € ker(A) vale
Az =0 = AT Az = ATo =0 — 1z cker(ATA)

e dunque
ker(A) C ker(AT A).

Dalla reciproca inclusione dei due nuclei si conclude che
ker(A) = ker(ATA) C R™

per cui
dimker(A) = dimker(A” A)
ed infine
rank(A) = dimrange(A) = n —dimker(A4) =
= n — dimker(AT A) = dimrange(AT A) = rank(AT A) = r.

Di qui segue, in particolare, che
r < min(m,n).
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Le prime r colonne di V sono ortonormali
E immediato verificare che le prime r colonne della matrice V', definite secondo I’equazione

(43.3), costituiscono un sistema ortonormale. Per ogni 4,7 = 1,...,r si ha infatti
1 1 1 1
T T T 4T
Vv = Auj;) ——Au; = u; A" Au; =
7 |Auj|2( s) [Auil2™ " [Auglz [Auglz '
1 1, 1 1, 1,
= ofusu; = 00 = ——= 07 044
[Aujlz [Auilz 7 Augle [Awle Y [Awl3 Y

e in forza della relazione
2 T AT Ay _ T, 2 2
si conclude quanto affermato
T o . .
vj v = 0ij Vi,j=1,...,7.

Le colonne di V come base ortonormale di R™
Si e verificato che le prime r < min(m,n) colonne della matrice V' costituiscono un sistema

ortonormale, sebbene in generale non completo, di R™. Ai vettori v;, ¢ = 1,...,r & sempre
possibile aggiungere m — r vettori residui w;, ¢ = r + 1,...,m, in modo che il sistema di
vettori

{v1, . Uy Wpg1 ..., Wi}

rappresenti una base di R™. Applicando a questo set di vettori ’algoritmo di ortonormal-
izzazione di Gram-Schmidt, si perviene infine ad una base ortonormale di R™ i cui primi
r elementi coincidono con quelli forniti dalla (43.3).

Per ogni matrice A vale la SVD (43.1)
Basta verificare che le matrici a primo e secondo membro nella (43.1) conducono allo
stesso risultato se moltiplicate a sinistra per un qualsiasi vettore della base ortonormale

{ui, i=1,...,n}. Per ogni i =1,..., n fissato, risulta in effetti
ul 0
s 0\,r _(so\| . | _/soy|i| . .
V(® ®)U uz—V(@) ®) : uz—V(@) ®) 1 «— i-esima riga
ul 0
e quindi

0
> O T N - )
V(© ©)U u; =V th «— i-esima riga
0
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sicché per ¢ = 1,...,r vale
> O T
g — o Auw — Aws
V(© ®)U U; O U; 01|Au,~|2 U; U;
mentre per : =7+ 1,...,n si ottiene

> 0 T R ‘
V(® ®)U u; = V0 =0 = Auy;

in quanto u; € ker(ATA) = ker(A) Vi=r+1,...,n. In definitiva

> O T ‘ .
V(® ®)U u; = Auy Vi=1,...,n

e 'asserto € dimostrato.

44. Pseudo inversa di Moore-Penrose di una matrice m x n

Siano dati la matrice A, con SVD nota

_ ¥ 0\ ,r
A_v(@ (O))U,

ed un vettore b € R™. Allora il sistema lineare
Axr = b

ammette la soluzione nel senso dei minimi quadrati

_ 1 0 T, a4
T = (® (O))Vb—Ab (44.1)
essendo Lo
51—
+ T
AT =U ( 0 ®) Vv (44.2)

la pseudo-inversa di Moore-Pensore della matrice A. Qualora la soluzione secondo i
minimi quadrati non sia unica, la relazione (44.1) individua quella con il minimo modulo
m norma 2.

Determinare una soluzione x di Ax = b nel senso dei minimi quadrati significa individuare
x come minimo assoluto del funzionale

£(z) = |Az —bf3

che sostituendo la SVD di A diventa

L) = 'v(é 8)U%—b

2

2
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e ricordando che VT & una matrice ortonormale si riduce a

L(z) = '(E (D)UT:C—VTZ)

2

O O

2

Conviene porre, per brevita

Uly = (j,) zeR", ZeR"T"

VvTy = (5,) ceR", JeR™"

con i vettori 2’ e ¢’ rispettivamente definiti per rank(A) = r < n e rank(4) =r < m. In
tal modo il funzionale £ assume la forma
2 o ' (Ez — c)
- /
) —c

£x) = '(é 8) (j) B (5) z - '(EOZ) B (5)
_ i_il(a,-zi —a)+ D ()

I minimi assoluti si hanno per 2z’ arbitrario e

2

2

oizi —c; =0 Ve=1,...,r <= Yz =c¢ <= 2z =X te
ossia per
—1
UTz = (Ez,c) Vi e R

I punti di minimo assoluto del funzionale £ sono quindi individuati tutti e soltanto dalla
condizione

—1
e =U (E ,C) V2 e R"T, (44.3)

con

wTw_( 1 \T T\ 7T Y te _ e—1 \Tv—1 /Ty
= ((z7te)T Z7)U'U y = (Z7 ) X e+ 2

Di tali soluzioni quella di minimo modulo (in norma 2) si ricava per 2z’ =0

. E_lc . 2_1 @ C . 2_1 @ T; +
:c_U( i )_U(® @)(c,)_U(@ @)Vb_Ab.

A causa della (44.3) la soluzione ¢ inoltre unica se e soltanto se r = n, ossia per

m>n e  rank(4A) = n (rango massimo).
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45. Principal Component Analysis (PCA)

Organizzazione dei dati per la PCA

La Principal Component Analysis si applica allo studio di un set di dati organizzato secondo
una matrice X a n righe e p colonne. Tipicamente, le n righe della matrice corrispondono
a diversi campioni, mentre i p valori di ogni riga rappresentano i valori di p grandezze
assegnate relativamente al campione considerato.

Per esempio, si puo immaginare di sottoporre un materiale a vari trattamenti superficiali e
di analizzare la susseguente presenza di impurezze alla sua superficie mediante spettrome-
tria XPS (X-ray Photoelectron Spectroscopy). La matrice X dei dati avra elementi

X,‘j izl,...,n jzl,...,p

'indice 7 individuera i diversi trattamenti (e/o le eventuali prove ripetute con lo stesso tipo
di trattamento), mentre j potra specificare un particolare picco (o bin) fra i p caratteris-
tici dello spettro XPS. L’elemento di matrice X;; potra allora intendersi come l'intensita
misurata sul campione i (superficie trattata) del picco j.

Un altro esempio di applicazione della PCA puo essere lo studio della frequenza di parti-
colari sequenze genetiche nel DNA o di specifici caratteri (gruppo sanguigno, fattore Rh,
ecc.) nelle popolazioni di determinate aree geografiche. Nella matrice X dei dati, I'indice 4
specifica ’area geografica rispetto ad una mappa assegnata, mentre j corrisponde al carat-
tere esaminato: X;; esprimera la frequenza osservata del carattere j presso la popolazione
ubicata nell’area 1.

Una ulteriore applicazione puo essere costituita dall’analisi dei dati spettroscopici (nell’ot-
tico o nell’infrarosso, ad esempio) di diverse soluzioni. L’indice i individua la soluzione, j
specifica un picco caratteristico dello spettro di assorbimento e X;; ¢ 'intensita del picco
di assorbimento j per la soluzione 1.

Si puo assumere che ogni riga di X corrisponda ad un punto nello spazio R? a p componenti,
una per ogni colonna. La matrice X individua allora un set di n punti in R?

X = T r, €RP Vi=1,...,n.

Sottospazi vettoriali di RP

Puo verificarsi che i punti x; non siano distribuiti a caso in RP, ma si localizzino lungo un
particolare sottoinsieme di R?. Cio comporta il sussistere di una correlazione fra i dati z;,
1 =1,...,n. Il sottoinsieme in questione potrebbe presentare una struttura pit o meno
complessa, ma l'ipotesi piu semplice consiste nel ritenere che si tratti di un sottospazio
vettoriale di RP.
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In particolare, si assuma che i dati siano descritti da uno spazio vettoriale Sy, di dimensione
k < p, generato da un sistema ortonormale di vettori di R?

{hl R hQ, ey, hk}

per i quali risulta quindi h] hj = 05 V5,7 =1,... k.

RP

° . Sk
Xl’l
/ h,k h,
h,

Tali vettori si potranno identificare con le colonne di una matrice p x k
H = (hl’hg’ . )hk)
per la quale si avrda HTH = L.

Proiezioni ortogonali sul sottospazio
Le proiezioni ortogonali dei vettori x; su S sono date dai vettori colonna

HH'z; Yi=1,...,n

ovvero dai vettori riga
ot HHT  Yi=1,...,n
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per cui la matrice delle proiezioni ortogonali vale
XHHT .

Le proiezioni ortogonali su Si dei vettori x; si identificano dunque con le righe della matrice
XHHT.

/

La verifica di queste affermazioni ¢ immediata. Poiché lo spazio RP e dato dalla somma
diretta di Sy e del suo complemento ortogonale

RP = S ®Si,

un generico vettore x € RP si scrivera nella forma

k k
Tr = Zajhj + .CC—ZOéjhj
7j=1 j=1

k . k . . L .
con > i, ajh; certamente compreso in Sy e x — > 5 ajh; incluso in S; a patto di
determinare i coefficienti «; in modo che si abbia

k
hj/(:c—Zajhj) =0 Vj/:L...,k'
J=1

condizione che assicura l’ortogonalita del vettore rispetto ad ogni hj e dunque rispetto a
Sk, che dagli hjs € generato. Per 'ortonormalita dei vettori h;, detta condizione si traduce
in

k k
h;j.fb = Z()&jh}jhj = Zajéj/j = Qy VJ/ = 1,...,k‘
J=1 j=1

in modo che la proiezione ortogonale di x su Si e data dal vettore colonna

k k k
Z()&jh]‘ = Zh?:ﬂhj = Z$Thjhj
7j=1 j=1 j=1
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ovvero dal vettore riga
k T k k
(Zajhj) = S aThh? = TS W = THET
j=1 j=1 j=1
Le proiezioni ortogonali su Sy dei vettori x; si identificano percio con le righe della matrice

XHHT .

Somma dei moduli quadrati degli scarti
Le distanze dei punti x; da Sy — “scarti” dei dati rispetto al modello — si scrivono

6 = ol —2lTHHT i=1,...,n

e si identificano pertanto con le righe di
X - XHH" = X(I-HHT).

La somma dei moduli quadrati degli scarti risulta dunque

SS = i(s?’(si = ii(a

i=1 i=1 j=1

- ZZ X(I—HH"));[X(T—HH"));; =

11]1

B ZZ X(I—HH")]y[(1- HHE")" X" )5 =
= i[X(H_HHT)ﬂ_HHT)TXT]M _
= i[Xﬂ_HHT)(H—HHT)XT]M _

= tr[X(T—- HH") 1 - HH")XT]
e poiché
XTI —-HH") (I -HHXT = X(I - HH"?XT = X1 -HH"XT
I’espressione si riduce a

SS =tr[X(I- HH")X"] =

(45.1)
=tr[XXT] - tr[XHH" X"] = tr[XXT] - tr[HT XT X H]
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con X7 X matrice p x p reale simmetrica e semidefinita positiva.

Determinazione del sottospazio vettoriale Sy. Minimi quadrati

Per individuare il sottospazio Sj, ovvero i vettori ortonormali uw;, 7 = 1,...,k che lo
generano, o ancora la matrice H di cui detti vettori costituiscono le colonne, si fa uso del
metodo dei minimi quadrati: siimpone che la matrice H — e quindi il sottospazio S, di
dimensione k fissata — sia scelta in modo da rendere minima la somma dei moduli quadrati
degli scarti. Dal momento che la traccia di X X7 & una costante fissata, I’equazione (45.1)
implica che il minimo della somma SS si abbia per tr[HT XT X H] massima

SS  minima = tr[H" X7 X H] massima

sotto la condizione che le colonne hq,...,h; di H siano ortonormali. Si tratta pertanto di
un problema di minimi quadrati molto particolare. Vale il seguente

Teorema (Minimo di S5)
Sia data una base ortonormale di autovettorivy ..., vy, della matrice p X p reale simmetrica
e semidefinita positiva X7 X, con

X'Xvj = N Vji=1,....p
e autovalort ordinati in senso decrescente
)\12)\222)\p20

Il massimo di tr[HT XT X H|, con H matrice p X k a colonne ortonormali, ricorre allora
per
H = (vl}vg} }vk)

ovvero
Sk = span{vy, va,..., vi}

e la corrispondente somma dei moduli quadrati degli scarti vale

p
[ XT-HA")XT] = > N
j=k+1

Dimostrazione
Poiché la matrice X7 X & reale simmetrica e semidefinita positiva, esiste una matrice
ortogonale U che la riduce alla forma diagonale

A1
XT'X =U"DU D = diag{\,...,\} =

con elementi diagonali non negativi
AM2>XA > 2>, 2>0.
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La traccia di HT XT X H diventa allora
tr(H' XT"XH) = tr(H'UT'DUH) = tr[(UH)" D(UH)] = tr(GT DQ) (45.2)

in cui la matrice p X k
G =UH = (g1]g2|--- |ox)

e composta di k colonne ortonormali in R?
G'G = (UH)'UH = H'UTUH = H'U'UH = H'H =1,
sicché la precedente relazione (45.2) si pud porre nella forma piu esplicita

k

k p
tr(H" X" XH) = ngng = > (g)iNilgy)i = ZZ)\i[(gj)iP

j=14 j=1i=1

con nggj/ = > 1(95)ilgj)i = dj5r, V4, j' = 1,..., k. La traccia pud quindi intendersi
come una media pesata degli autovalori non negativi di X7 X

p
tr(H'XTXH) =) Aw;
=1

con pesi

soddisfacenti le condizioni

k P
0<wi =Y (g <D [g))> =1 Vi=1,...,p

j=1 j=1
p p
>wi = gl =) 1=k
i=1 j=1i=1 j=1

Il massimo di tr(HT XTXH) = tr(GT DG) sull’insieme delle matrici p x k¥ G a colonne
ortonormali ammette la stima

P
max tr(GTDG) < max Z Aiw;
G p X k a colonne w; €10,1] =
ortonormali D w =

Ma la determinazione di
max )\,-w,-
w; € [0, 1] z_zl
P 1 Wi = k

1=
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costituisce un problema di ottimizzazione di una funzione lineare su un simplesso di R?

p
{(wl,...,wp)ERp : wié[o,l], 1=1,...,p, Zwi = k-}’
=1

per cui il relativo massimo si ottiene fissandow; = 1Vi=1,... . kew; =0Vi=k+1...,p.
Il valore del massimo e dato pertanto da Zle A; e quindi

k
max GTDG ) < Z
Gpxka colonne im1

ortonormali

Inversamente, una possibile scelta della matrice G si ottiene considerando i primi k£ au-
tovettori ortonormali di D

1 0 0
0 1 0

gl = : = 61 g2 = : = 62 e gk‘ = : = ek‘
0 0 0

per cui posto G = (gl}gg} e }gk) e ricordato che Dg; = \jg;, Vj=1,...,k, si ha

tr(GT DG) ngDgg = ng%gg = Z%g] 9 = ZA

con la conseguente conclusione che > ;=1 Aj rappresenta effettivamente il valore del mas-
simo

k
Z Aj < max tr(GTDG) < max Z Aiw; = Z Aj

e G p x k a colonne

ortonormali p

1w,—k'

Vale inoltre
UH = G = (gl}gg}...}gk) = (61}62}...}%)

in modo che
H = UT(el}eg}...}ek) = (UTel}UTeQ}...}UTek)

con
XTX(UTe;) = UTDU(Ue;) = U'D(WUU)e; = UTDej = UM Nje; = \UTe;.

Si conclude che per ogni j = 1,...,k il vettore UTe; & autovettore di X7 X relativo
all’autovalore A; e che di conseguenza le colonne della matrice  sono costituite da un set
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di autovettori ortonormali associati ai k pilt grandi autovalori di X7 X, come affermato.
Ricordando infine la proprieta di circolarita della traccia, in virti della quale tr(XX7T) =
tr(X7T X), la minima somma dei quadrati degli scarti si scrive

k
SS = tr[X(I— HH")X"] = tr(XX") - tr(XHH"X") = 2(XTX) =Y\
j=1
e siccome la traccia della matrice simmetrica X7 X & la somma dei suoi autovalori (reali)

tr(X7TX) Aj

M@

Jj=1
ne deriva che

P k P
= Z )\j — Z)\j = Z )\j O
j=1 j=1

j=k+1

Modello a £k componenti principali

Se si ritiene che i dati x; siano prevalentemente ubicati lungo S, e che gli eventuali scarti si
possano interpretare come dovuti a fluttuazioni puramente casuali, si sostituiscono i punti
x; con le loro proiezioni ortogonali su S

r; ——— HHT.CCZ'

in modo che in luogo della matrice X dei dati viene considerato il modello a £ compo-
nenti principali

k
XHH" =Y (Xh;)hf (45.3)
j=1
nel quale si definisce:
o h; come i-esima componente principale (loading);

e Xh; come i-esimo score.

In forza del teorema precedente, la somma dei moduli quadrati dei dati (interpretabile
formalmente come “devianza del campione”)

ZZ% = tr(X1X) = i)‘j
=1 j=1 7j=1

si compone di una “devianza spiegata dal modello”

k
[ XHATXT) = we[H' X" XH] = ) ")
7j=1
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e della somma (minima) dei quadrati degli scarti o “devianza non spiegata” dal modello

p
SS = u[XT-HHX ] = Y ),
j=k+1

attribuibile alle fluttuazioni casuali e pertanto non interpretabile alla luce del modello a
componenti principali.

Confronto con la SVD
La Singular Value Decomposition della matrice X si scrive come

S 0 -
X:U(® (O))VTzzl(ijj’UjT
j:

espressione nella quale:

e r indica il rango della matrice X — ovvero di XTX —
r = rank(X) = rank(X”? X) < min(n,p);
e I/ ¢ la matrice ortogonale p X p
V = <v1’v2’...’vp)
le cui colonne v1,va, . . . , v, costituiscono una base ortonormale di autovettori di X7 X
XTXv,-:az-Qv,- i1=1,...,p
secondo gli autovalori di X7 X ordinati in senso decrescente
o2>02>...>02>0%,=...=02=0;

e X e la matrice diagonale r X r costituita dagli » valori singolari positivi di X

g1 @
Y = diag(oy,...,0,) = .
©) o,
radici quadrate aritmetiche degli r autovalori positivi di X7 X;

e U ¢ la matricen x n

U = <U1’UQ’ e ’U,n)
le cui colonne ui,us,...,u, formano una base ortonormale di R™ tale che
1 .
u,-:—Xv,- V’L:L...,T.
o
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Se k < r — unico caso interessante —, si ha pertanto
k k
Zajuj Zaj (Xw;)v Z Xvj)v
Jj=1 Jj=1
e per ottenere il modello a k componenti principali basta porre h; =v; Vj =1,...,k. Vale
inoltre \; = 0]2- Vj=1,...,k. Per confronto, si conclude che il modello a & componenti

principali non e altro che il troncamento ai & maggiori valori singolari della SVD di X.
Ne segue che gli algoritmi numerici per la PCA sulla matrice X dei dati sono gli stessi
utilizzati per il calcolo della SVD.

Generalizzazione. k-varieta lineari di RP

Un modello piu generale si ottiene approssimando la matrice X dei dati per mezzo di una

varieta lineare k dimensionale di RP, 3y, che diversamente da un sottospazio vettoriale

non necessariamente contiene lo zero e quindi non passa in generale per 'origine. Questo
tipo di modello, in realta, si riconduce facilmente a quello precedente. Basta osservare che
i punti di una k-varieta lineare si ottengono sommando un vettore assegnato a ai vettori
di un sottospazio vettoriale di dimensione k

Sy =a+ S, ={a+x; zeSk}.

Se Sk e individuato da una matrice H di k colonne ortonormali in RP, la proiezione
ortogonale di un vettore x € RP su §y vale

(x—a)THH" +a”
e 1l vettore distanza di z da Sy si riduce a
' =27 —[(z—a)"HH" +a') = (z —a)' — (v —a)"HH" = (z —a)T (1 - HHT)

con modulo quadrato

616 = (x—a)'I—-HH) I - HH )z —a) = (x —a)' (1 - HH")(z —a).
Quest’ultima espressione puo porsi in una forma piu comoda per la successiva elaborazione,
eseguendo i prodotti matriciali

678 = 2T (I-HH ) x —a™ (I - HH )z — 2" (1 - HH  )a+a’ (1 - HH  )a

= 2" (I -HH )2 —2a" (1 - HE )2 + o™ (1 - HH )a

Per il set di n dati x; € R? la somma dei moduli quadrati delle distanze — o scarti rispetto

al modello & — risulta

n n

ZéiTéi = Z(:cz —a)'M-HH")(z; —a) =

:Z[ (I— HH )z; — 20" (1— HH  )z; + a7 (1— HH  )a| =

=1

= [ X(I - HH")X] - 20" (1 - HH")Y 2; +na"(1- HA")a

=1
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e indicata con x la media aritmetica degli n vettori z;
n
> 676 = te[X(I— HH")X] - 2na” (1 - HH")T + na" (1- HH" )a.
i=1
Fra tutte le k-varieta lineari associate allo stesso sottospazio vettoriale Sy e quindi descritte

dalla stessa matrice H, quella per la quale la somma dei moduli quadrati degli scarti risulta
minima si ottiene fissando il vettore a in modo che si abbia

0 < z
ﬁz(ﬁ“ai = —on[(I-HH")z];+2n Y (I—HH")jja; =0 Vj=1,...,p
J =1 §'=1
ossia

I-HH")a = (I1- HH )7,

imponendo cioe che la distanza di a dal sottospazio Si, sia la stessa della media z. Al valore
ottimale della somma dei moduli quadrati degli scarti si perviene quindi ponendo a =%

(z—7)"HH" + 7.
Introdotta la matrice n x n N di elementi costanti
1
N;; = — Vi,j=1,...,n,
n
il modello a k componenti principali diventa percio
(X - NX)HHT + NX

ottenibile con la stessa procedura gia esaminata nel caso di a = 0 a patto pero di sottrarre
a tutti i dati x; il loro valore medio

n
_ 1
Ty — T = Ty — — E Tq
n
q=1

ovvero di eseguire 1’analisi sulla matrice dei dati “centrata” sul relativo valore medio
X-NX=(I-N)X.

La somma dei moduli quadrati degli scarti assume percio il valore minimo

ia}“ai = tr[(X —NX)I - HH") (X - NX)T] =
i=1
= tr[(X — NX)(X - NX)T] - tr[(X - NX)HH" (X — NX)7]
per cui la devianza dei dati
tr[(X — NX)(X — NX)T] = tr[(X — NX)T(X — NX)]
puo scomporsi in un devianza “spiegata” dal modello a componenti principali
tr[(X — NX)(I - HH")(X — NX)T]
e in un termine di devianza non spiegata

tr[(X — NX)HH" (X - NX)'] = wn[H' (X - NX)T(X - NX)H].
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46. Modelli di regressione lineare con un parametro addittivo

Q@a@
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47. Risultato 2

SSAR = i(yi —9:)° = i[yz —y- wzsx_j i(:cj —7)(y; —y)r =
=[S (o - DB )] = (S At 9]

i=1Lj=1
con

Ajj = Aji = 6 — (i —T)(x; —T)

%M1=§1 AMw—@H§>M@w@ﬂ= i:&MM%—@@w@FZ

i=1 j=1 k=1 i,j,k=1
n

1(1214”1%) 7) (v ~7)

=1

_@U—?Sk—@_@%—?gv—®+ﬁa—?ﬁ%—f): M_@U-?ﬁ%—ﬂzzAﬁ

per 1 < j, k < n; la matrice A e cioe idempotente
A2 = A
ed i suoi soli autovalori possibili sono 0 ed 1.

La SSAR assume allora la forma piu semplice

SSAR = ) Aj(y; — )y —7)
G k=1

dalla quale, osservato che

p
8ijyyr — }:yy—§:<f—%ﬁf

I
M@

Yi—y
Jj=1 7j=1
P 1
Y —Y = Z(ékk’ - ﬁ)yk’ ;
k=1
si deduce I’espressione
- 1 1

Jik,g' k=1
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- Z Y5' Yk Z <5jj’ - E)yj'Ajk <5kk’ - E)Qj’yk'

ik=1 ik=1

in cui si riconosce una forma quadratica semidefinita positiva delle variabili y;. La matrice
rappresentativa di tale forma quadratica risulta, chiaramente,

2 - - 3o0] - 3o

in modo che

SSAR = > Bjry;uk -

g k=1

1
ol — —Q(”) e reale simmetrica semidefinita positiva e idempotente:
n
[}1 _ lQm)} [}1 _ lQm)} - tom _lom  Lom? _
n n n n n?

2 1 1
—I—- _Q(n) + —QTLQ(”) . _Q(n)
n n n

1
essendosi fatto uso dell’ovvia identita Q(”)Q =nQ . Gli autovalori di I — EQ(H) possono

quindi essere soltanto 0 ed 1.

O Molteplicita dell’autovalore 0
Lom Lom
<H——Q”)t:O, tER® <t’<ﬂ——@ )t>:O
n n

in quanto la matrice ¢ reale simmetrica semidefinita positiva (questo fatto non & del tutto
banale e merita una dimostrazione, pur succinta). Equivalentemente:

Sl a5t = 2pSe S -

1,5=1 i,j= i=1 j=1

: 1[21 it’z_ él 6)'] = 21 DR - i = o

1
Per Cauchy-Schwarz si ha che <t’ <H — —Q(”)) t> = 0 se e soltanto se
n

t=a(l...1), acR.

e pertanto
1
(1--@")t= = te{al...1), acR}
n
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che costituisce uno spazio vettoriale di dimensione 1. Cio dimostra che 0 & un autovalore
ed implica inoltre che anche 1 lo sia a propria volta. D’altra parte

1 1
ker(ﬂ . —Q(”)) L ker<11 S — H)
n n
— 0 ed 1 sono i soli autovalori — e
n L n) Lo
R :ker(ﬂ——@ ) @ker(ﬂ——@ —H)
n n
— la matrice e reale e simmetrica. Percio
- Ly
d1mker<ﬂ— -Q\" — H) =n-—1
n

ed inoltre .
ker(ﬂ— 5QW)—H) = {teR": (t(1...1)) =0} .

O A ¢ reale rimmetrica semidefinita positiva e idempotente, in quanto 42 = A. Gl
autovalori di A possono percio essere soltanto 0 ed 1.

O Molteplicita dell’autovalore 0.
At =0, teR" = (t|At) =0

poiché la matrice e reale simmetrica semidefinita positiva. Pertanto

Z ti Aty = Z tit; [5z‘j_Si($i_T)<$j_T): = Zt?_sl
i1 rx

i,j=1 i,j=1 o

[Zj : Enjlccj a7

P— k=1 -

n

> (wi—T)ti(z—T)t; =

,5=1

n -

(i —2)tx) | = o [IPlle 72— [{tle )] > 0

rxr

1
Saca:
Per Cauchy-Schwarz ¢ (t|At) = 0 se e soltanto se i vettori t ed z — T sono paralleli, vale a
dire se e soltanto se

t:ﬁ(SE—T), BER,

e quindi
At =0 = te{Bz—1), BeR}

(si ricordi che per ipotesi x — T # 0 e che le componenti x; — T non possono essere tutte
uguali).
Poiché inoltre:

ker(A) L ker(A —1I) (0 ed 1 sono autovalori distinti di A reale simmetrica)
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ker(A) @ ker(A —1I) = R" (0 ed 1 sono i soli autovalori di A diagonalizzabile)
si conclude che dimker(A —I) =mn — 1 e che inoltre

ker(A—1I) = {t eR" : (t|lz —T) =0}

1
O Si osservi che z — T & autovettore di I — —Q™):
n

1 1
20 YT —m 2T O —F) = 2 — T
<H nQ)(:c T) :c:ch (x—7Z) =2—7
per cui
1
w—TEker(H——Q(”)—H)
n

e di conseguenza

ker(A) C ker(ﬂ — %Q(”) - H)

Si puo allora scrivere

ker(ﬂ — %Q(”) — H) = ker(A) @ [ker(A)L N ker(ﬂ — %Q(”) — H)} =

= ker(4) & [ker(A — ) N ker (I - %Q(”) -1)] =
= ker(A) & [{5(:6—5), BeRY N{t: (t1...1)) = o}} -
= ker(A) ® [{t e —T) =0k {t: (t(1...1)) :o}} -
= ker(A) @ {t : (tlx —z) =0, (t[(1...1)) =0}
In definitiva

R™ = ker(A) @ [ker(A —I) Nker <H — %Q(”) — H)} @ ker <H - %Q(”)) =

= {Bxz-7), peR}a{t: {tle—2)=({1...1) =0} ® {a(l...1), a € R}

dove {t : (t|{z—=) = (¢|(1...1)) = 0} & uno spazio vettoriale di dimensione n—2 in quanto
x—7T e (1...1) risultano ortogonali:

n

(w—2|(1...1) =) (& —T) =0

=1
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1 1
O Autovalori ed autovettori di B = <H — —Q(”))A<H — —Q(”))
n n

Sia {e1,€2,...,en—2} unabasedi {t : (t|z—7) = (t/(1...1)) = 0}. Allora {e1,ez,...,en_2,
x —7T,(1...1)} costituisce una base di R"™. Per ogni j =1,2,...,n — 2 si ha:

Be; = (}1- %Q“”)A(H— %QW)@- - (}1- %Q(”))Aej - <H— %QW))ej = ¢
e quindi
ej € ker(B —1I) 1<j<n—-2

Analogamente:

Blz—7) = <H—%Q(”))A<H—%Q(”))(:c—§) - <H—%Q(”))A(:C—T) - <H—%Q(”))@ ~0
. B(l...1) = (I- %Q(”))AOI— %Q(”))(l...l) = (1- %Q(”))A(O) — 0

per cui
x—7, (1...1) € ker(B) .

In conclusione, gli autovalori di B sono
1 , con molteplicita n — 2;

0 , di molteplicita 2.

0O Gradi di liberta
Poiché B ¢ reale e simmetrica, essa e riconducibile alla forma diagonale per mezzo di una
trasformazione di similitudine

C'BC =D,
con C ortogonale — C~! =(C7T — e D data da

1

0
in forza delle proprieta spettrali precedentemente stabilite.

Nell’espressione di SSAR si introduce il cambiamento di variabili

y=0Cz
sicché
n n n
SSAR = yiijij = Cii/zi/Bijij/zj/ = Zi/(C )z‘/z‘Bijij/Zj/ =
i,j=1 0,5,8",5' =1 i,5,8",3'=1
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n n n n—2
= Z’i’ (C )’L"LB’L] C]j’ Zj/ == Z’i’ D’i/j/ Zj/ = ZZ.Q
ii'=1  i,j=1 i’,j'=1 i=1

Le nuove variabili casuali

n

n
2= > (CTiwys = Y Ciniys
=1

=1

sono gaussiane in quanto combinazioni lineari di variabili gaussiane, con media nulla

- ici/iE(yi’) = iCMO =0
V=1 =1

e correlazioni

E(zizj) = E[ 2. Ci'iyi'cj'jyjf} = D CoiCpiElypyy) = 0 Y CuiCyjduy =

i,j'=1 i,4'=1 i,j'=1
n n
2 2 T .o
= 0 ZC,-/,-CM = 0 Z(C )z‘z"Cz"j = OQ(CTC)M = 025”' 1 S 1,7 S n
dove si e fatto uso della relazione

E(yiryy) = 0200  1<i,5' <n

valida per via dell’ipotesi che vede le y1,yo,...,y, variabili scorrelate di uguale varianza
2

o2 (usualmente si assume che le y1,%s,. .., y, siano indipendenti e di uguale varianza o2,
condizione che per variabili gaussiane ¢ equivalente alla precedente).
Si osserva quindi che le 21, 29, ..., 2z, sono variabili gaussiane scorrelate e percio indipen-
denti; tutte hanno la stessa varianza o2. Di conseguenza, la variabile

n—2

B LS - Sy

=1

¢ la somma dei quadrati di n — 2 variabili gaussiane indipendenti di media nulla e varianza
unitaria. Si tratta, per definizione, di una variabile di X% a n —2 gradi di liberta.

O Un’utile osservazione.

E(SSAR) = E[i 2| = EE(Z i = (n—2)0

per cui 02 = E(SSAR/(n — 2)).
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