Prova scritta di meccanica razionale 1 A-L del 05.02.2008

Esercizio 1

Un corpo rigido si compone di una piastra triangolare OAB, collocata nel piano Oxy di
una terna Ozxyz, e di un’asta OC, posta lungo 'asse Oz della stessa terna (vedi figura).
La densita di OAB vale:

o(P) = LlP-02 VvPeOAB
a4

mentre per ’asta si ha
ANP) = Ljc-pP vPeoC
a

dove i € una costante con le dimensioni di una massa.

45°

Determinare del sistema:

(a) la massa e il baricentro rispetto ad Ozyz;

) la matrice d’inerzia in Ozyz;

¢) il momento d’inerzia rispetto alla retta AB;
)

I’energia cinetica e il momento angolare in O rispetto al riferimento in cui O € un
punto fisso e la velocita angolare istantanea vale wé; — 2w és — w é3, con w > 0;

(e) se la retta OB & un asse principale d’inerzia in O.



Esercizio 2

Nel piano Oxy di una terna inerziale Ozyz € vincolato a muoversi il sistema pesante
composto da due aste omogenee OA e AB, ciascuna di lunghezza L e massa m, saldate
ortogonalmente nel comune estremo A (vedi figura). Il punto O & fisso e una molla ideale
di costante elastica k = mg/L collega A con il punto fisso C(2L,0) dell’asse Ozx.

¥y
O

i
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Nell’ipotesi di vincoli ideali, si utilizzi langolo ¥ € R in figura per determinare del sistema:
(a) gli equilibri relativi a Ozyz;

(b) la stabilita degli equilibri;

(¢) Denergia cinetica relativa a Ozyz;
(d)
(e)

e) gli equilibri del sistema qualora fosse ¥ € [—m,0].

le equazioni pure del moto;



Soluzione dell’esercizio 1

(a) Massa e baricentro del sistema

Per calcolare la massa e il baricentro del sistema conviene considerare separatamente la
lamina triangolare OAB e 'asta rettilinea OC, determinando massa e baricentro di cias-
cuna di esse. La massa del sistema verra poi ricavata come somma delle singole masse
parziali (proprieta additiva della massa), mentre per il baricentro si potra applicare il
teorema distributivo.

Massa della lamina OAB
La massa della lamina triangolare si ricava integrando la densita areale o sul triangolo
OAB. L’integrale doppio da considerare ¢ il seguente:

37T
moap = /dw/dya%(:cQ—FyQ) = 5—4/d$ [:ch—F%] =
y=0

Massa dell’asta OC
Per determinare la massa dell’asta rettilinea basta applicare la definizione, osservando che
VP e OC vale P— 0O = zés e C — P = (a — z)és, per cui la densita lineare di massa
diventa

Az) = aﬁ(a—z) Vze [0,al.

La massa dell’asta risulta percio

a

Y 21a 2
_ p _ _ R S AN
””OC—/dZ$<“—Z>—E/W—Z)dz—ﬂaz—ﬂ = n(@-3) =5
0

0

Massa del sistema
La proprieta additiva fornisce la massa dell’intero sistema come somma delle masse delle
parti costituenti:

m = moaB + Moc =

Baricentro della lamina OAB
Il baricentro Gpap della lamina OAB deve collocarsi nel piano di giacitura Oxy di questa.
Un semplice calcolo mostra che:

. . 4 9 .
Goap — O = x0aB €1+ Yoap €2 = S0 + 2062



Si ha infatti:

1 a xr 3 a xr
TOAB = /diE/dyw%(:cQ—FyQ) = —/d:lc/dy%(:cg—i—:cyQ) =
MOAB a L a
0 0 0 0
3 Y 317° 3 Y 4
:—%/dw[wgy—kw—] :—4/<w4+—)d$=
0w a 3 1y=0 a 3
0 0
3 (4, 4a 4
17/5“50:@—43:5“
0
mentre per 'ordinata risulta
yoap = — /dw/dyyﬂ(:vQﬂLyQ) = §/dfv/dyﬂ(fvzyﬂty?’) =
MOAB a’ i at
0 0 0 0
3 22 yt]” 3 i 2t
_ 9 .y — 2 (LT e =
ot d$[w2+4 I (7+7)
v= 0
3 (3, 914 9
R N L. A
ot )1t T 4 s T 20

Baricentro dell’asta OC
Il baricentro deve collocarsi lungo il segmento OC' e sara dunque individuato da un vettore
posizione del tipo

Goc — 0O = zoc é3

dove la quota zpc si calcola direttamente per mezzo della definizione

a a
1 M 2 H 2
zoc = m—oc/dzz?(a—z) = ;/g(az—z )dz =
0 0
2 22 28 _2<a3 a3)_2a3_a
a2 2 3], a*\2 3 a2 6 3

Baricentro del sistema
Per il baricentro GG del sistema il teorema distributivo porge 1’espressione

a_ o — Moas(Goas — 0) + moc(Goc —0) _

moAB + Moc
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6 4 9
= —[H< 61+—a62)+ﬁg } =

5u|3\5 20 2

6<4 + + ) ae+9aé +1aé
:——ae ae ae — .
50157t T 90" 3 T 5725 ™

(b) Matrice d’inerzia in Oxyz

La matrice d’inerzia del sistema rispetto alla terna Oxyz puo essere determinata calcolando
le matrici d’inerzia, rispetto allo stesso riferimento, della piastra OAB e dell’asta OC,
sommando poi i risultati parziali ottenuti.

Matrice d’inerzia dell’asta OC
L’asta si trova allineata con ’asse Oz della terna di riferimento, per cui la relativa matrice
d’inerzia deve assumere la forma

Lgy 0 0 /12 0 0
oCy _ — a2
L3 =1 o 129 o| =pa*| 0 1/12 0
0 0 0 0 0 0
in quanto
H H
Lo¢ :/ 2a2(a—z)dz = ?/(QZQ—zg)dz =
0 0
pl 23 24 7 <a4 a4) 1 5
= —|la— — — = — | — — — = —ua
"3 4|, 2\3 1) T 1t
mentre e chiaramente 1
oc _ 70C _ 2
Ly, =Lz, = ToHa

Matrice d’inerzia della piastra OAB
La lamina giace per intero nel piano coordinato Oxy della terna di riferimento prescelta
per il calcolo. La matrice d’inerzia deve percio assumere la forma generale

LOAB LOAB 0
TT Ty
[LgAB] — LSAB LOyAB 0
0 0 LOAB 4 [0AB

Il momento d’inerzia rispetto all’asse Ox vale

LSQEAB = / y2o dedy = /dw/dyy25—4(:c2+y2) =
0 0

OAB
,Ua f 2 9 4 Ma 23!3 31596
:g/dw/dy(:cy+y):a—4/dw[:c§+gL_0:
M H 8 5 8 p a° 4,
= —F = — _ d—___:_
4/ 4/5 YT ar 6 1M
0 0
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mentre per quello relativo all’asse Oy si ha 'espressione

LSyAB: /:cadwdy—/dw/dyw—:c +9°) =

OAB
31
:—/dw/dy:c+:cy) i/dw[wy—k:ﬁy} —
a 3 1.,—0
y
5 6
_ v <s PN = B[ gy~ A 2
T w+3 _4/3 T w36 oM
0 0
in modo che il momento relativo all’asse Oz risulta
14
OAB OAB
L;>7 + L = E,an.
Per I'unico prodotto d’inerzia non banale si ottiene infine
a x
LgyAB = — / oxydrdy = —/dw/dywy%(:cQ—FyQ) =
OAB 0 0
a x a
I3 p syt
= do [ dy(@Py+2y®) = —= [ de |2° % 4 22| =
Cat a* 2 4 ,-0
0 0 0
[(a5 o [3 3a5 1
_ _ K r T _ _ K 5.  Hoa 2
i | (G T ) = 74/1“”"‘ dv=—117%6 = g"
0 0

La matrice d’inerzia della piastra rispetto alla terna Oxyz diventa cosi

4/45 —1/8 0
[LEAB] = pa® [ —1/8  2/9 0
0 0  14/45

Matrice d’inerzia del sistema

La somma delle matrici d’inerzia LEC e [LE4E] fornisce la matrice d’inerzia del sistema
19) 19)
rispetto al riferimento Oxyz:

/12 0 0 4/45 —1/8 0
[Lo] = LYY +[LS*P = pa® | 0  1/12 O | +pa® | —=1/8  2/9 0 =
0 0 0 0 0  14/45
31/180 —1/8 0
= pa® | —-1/8 11/36 0
0 0  14/45



(¢) Momento d’inerzia rispetto alla retta AB

La retta AB non passa per l'origine O della terna Oxyz, rispetto alla quale la matrice
d’inerzia del sistema e stata determinata. La stessa retta e pero parallela all’asse coordinato
Oy, per cui il momento d’inerzia relativo ad AB puo essere calcolato ricorrendo al teorema
di Huygens-Steiner. In realta, siccome né la retta AB né I’asse Oy passano per il baricentro
G del sistema, la formula di Huygens-Steiner deve essere applicata due volte.

A questo scopo, si indichi con G’ la proiezione ortogonale del baricentro G sul piano
coordinato Oxz; la proiezione e individuata dal vettore posizione

8 1

G -0 = %aél +gaé3.
Si devono considerare i momenti d’inerzia relativi agli assi paralleli Oy, G'y = Gy e
Ay = AB.
O A@,0)
X
e (L
(352 52)

Fra le rette parallele Oy e G’y il teorema di Huygens-Steiner fornisce la relazione
Ly, = Ioy = Igry +m|G" — OF (-1)
mentre per i momenti d’inerzia relativi alle rette Ay e G’y si ha
Iap = Iay = Ig, +m|G" — A2 (.2)
Sottraendo membro a membro la (.1) dalla (.2) si ottiene quindi la relazione
Iag — Ly, = m|G' — A]> —m|G' — O)?

che una volta sostituiti i valori numerici del momento L,, e dei vettori posizione G' — A e

G’ — O diventa

I —E a2—§ —1—7aé + —aé 2—§ iOLé +1aé2

AB T gght = G T g a1 T gacs T gl ppd el T pacs
ossia 11 5 /289 1 5 /64 1

Tim — =102 _<_2 _2)__ <_2 _2).

AB = geha” F el 6o5 Y T 557 ) T 5\ 625 T 25



Semplificando, ne deriva che

Lo, 5 2(289 1 64 1)_
AB = 3gh@ T gl 625 T 25 625 25/
o, 50525 11, 5,0 1L, 3, 109
= — —pa— = — —pa®— = —pa® + —pa® = ——pa”.
361 T M g5 T 367" T M 25 T 361" T 10¥ 180"

(d) Energia cinetica e momento angolare in O
Il sistema rigido viene descritto in una terna di riferimento rispetto alla quale il punto O
e fisso e la velocita angolare istantanea risulta pari a

W= wé; —2weéy —weés.
Come ben noto, il vettore velocita angolare in O del sistema assume la forma
Ko = Lo(®)
e le sue componenti K7, K, K3 rispetto alla terna Oxyz
Ko = K1 é1 4 Ky éy + Kz é3

sono date dalla relazione matriciale

Kl w
Ky | = [Lo] | —2w
Kg —Ww

Basta sostituire la matrice calcolata [Lo| per ottenere le componenti richieste

K 31/180 —1/8 0 w
Ky | = pa* | —1/8 11/36 0 2w | =
K 0 0  14/45 —w
31 1
- + —
180 4 76/180
1 11
2 2
— e = —53/72
Haw 3 18 Haw 53/
14 —14/45
45

e scrivere cosl I’espressione del momento angolare in O del sistema

B 19 53 14
Ky = 2<—A——A——A).
O T HEW g™ 7927 45 &

Per I’energia cinetica del sistema, nel medesimo riferimento, si ha invece la relazione

1 1

- 1 19 53 14
T = §w~Lo(w) = §w~Ko = §,ua2w2(é1 —2é2—é3)~< J J J )

BT TR T



che eseguendo il prodotto scalare diventa

= paw?

1 19 53 14) 397
360

T 2 22(_ 090 1
M\ 5 T 36 T 15

(e) La retta OB & un asse principale d’inerzia in O del sistema?

Per definizione, la retta OB costituisce un asse principale d’inerzia in O del sistema se
e solo se il versore direttore della retta — o comunque un vettore non nullo a questo
proporzionale — & un autovettore dell’operatore d’inerzia in O del sistema, se cioe

Lo(B—-0) = AX(B-0) (.3)
per un qualche scalare A > 0. Nella fattispecie vale
B—0 =aé; +aés 73,0

per cui nella base é;é2é3 associata alla terna Oxyz il problema agli autovalori (.3) assume
la forma matriciale

[Lol]{a ]| =X[a]. (.4)
0 0

Il primo membro di (.4) si determina esplicitamente sostituendo l’espressione della matrice
d’inerzia ed eseguendo il relativo prodotto matriciale

a 31/180 —1/8 0 a
Lol | a | = pa® [ —1/8 11/36 0 a | =
0 0 0 14/45/) \0
31 1 17
180 8 360
—pa® | 1 1| = e’ | 13
8 36 72
0 0

e non ¢é proporzionale al vettore colonna (a a 0)T. Ne deriva che B — O non rappresenta un
autovettore di Lo, e che pertanto la retta OB non e identificabile come un asse principale

d’inerzia in O del sistema.

Soluzione dell’esercizio 2

(a) Equilibri relativi a Oxyz

Le sollecitazioni attive agenti sul sistema si riducono al sistema delle forze peso e all’in-
terazione elastica fra i punti A e C; entrambe le sollecitazioni hanno natura posizionale
conservativa e possono essere descritte per mezzo dei relativi potenziali. Il potenziale
del sistema risultera percio dalla somma di un contributo gravitazionale e di un termine
elastico, che conviene calcolare separatamente.

9



Potenziale gravitazionale
Il potenziale gravitazionale puo essere determinato per via additiva, sommando i potenziali
gravitazionali delle due aste:

Ug = —mgé2~(G1 —O)—mgé2~(G2—O) (5)

in cui G; e G2 indicano i baricentri di OA e AB rispettivamente. Il baricentro dell’asta
omogenea O A si identifica con il punto medio GG; del segmento OA ed e quindi individuato
dal vettore posizione

A—-0O L . L .
Gy -0 = 5 = 581111961 - 50081962 (.6)

essendo chiaramente
A—0O = Lsin¥é; — Lcosié,.

In modo analogo, il baricentro dell’asta AB ¢ il punto medio G2 della stessa

B-A

= Lsin¥é; — Lcosdéy + %(Lcosﬁél + Lsindés) =
= L<sin19+%cosﬁ)é1 +L<—cosﬁ+%sin19)é2. (.7)
Sostituendo le relazioni (.6) e (.7) nell’espressione (.5) del potenziale si ottiene cosi
Ug = —mgés - (G1 —0O) —mgéy - (G2 — O) =

L 1 3 1
= mg5 cosﬁ—mgL<_ cos vV + §sin19) = mgL<§ cos) — isinﬁ) .

Potenziale elastico
Gli estremi della molla elastica sono individuati dai vettori posizione

A—0O = Lsin¥é; — Lcos?és C—-0 =2L¢
cui corrisponde il vettore distanza
A—C = L(sind —2)é; — Lcosvéy,
in modo che il potenziale elastico assume la forma

Uy = —S(A—C)2 = —%% L?[(sind — 2)? 4 cos®d]| =

1 S
= —imgL(siHQﬁ +4 — 4sind + cos?d) = mgL <2 sin? — 5) .
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Potenziale del sistema
La somma dei potenziali gravitazionale ed elastico fornisce il potenziale del sistema

3 1
UW) = Ug+ U = mgL<§ cos ¥ — §sin19) +2mgLsiny =

3 3 3
= mgL<§ cos ¥ + 2 sinfﬂ) = §mgL(COS’L9 + sind).

Equilibri

Trattandosi di sistema scleronomo posizionale e conservativo, a vincoli bilaterali ideali,
gli equilibri del sistema sono tutti e soli i punti critici del potenziale U. Essi si ricavano
pertanto eguagliando a zero la derivata prima del potenziale

3
U') = imgL(— sind 4 cosv) =
e risolvendo ’equazione trigonometrica cosi ottenuta
sin = cos v = tg =1

che ammette le soluzioni

a meno di multipli interi di 27, che sono fisicamente irrilevanti.

(b) Stabilita degli equilibri

La stabilita degli equilibri — tutti ordinari — puo essere discussa applicando i teoremi
standard di Lagrange-DIrichlet e di inversione parziale. Alla base della discussione sta, al
solito, il calcolo della derivata seconda del potenziale

3
U’ () = imgl)(— cos ¥ — sin¥)
che va valutata in ciascun equilibrio,

Configurazione 9 = 7 /4
In questa configurazione si ha

U (n/4) = mgL< = \1[) %mgl) <0

per cui ¥ = /4 costituisce un massimo relativo proprio del potenziale. Di esso il teorema
di Lagrange-DlIrichlet assicura la stabilita, mentre la conservazione dell’energia meccanica
consente di escludere 'attrattivita e dunque la stabilita asintotica.

Configurazione ¥ = 5w /4
Nella fattispecie si ha invece

U" (57 /4) = §mgL<7 %) - %mgl) >0
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e ’equilibrio risulta instabile per il teorema di inversione parziale di Lagrange-Dirichlet.

(c) Energia cinetica relativa a Ozyz
E conveniente calcolare ’energia cinetica del sistema sfruttando la proprieta additiva,

calcolando cioe separatamente e poi sommando le energie cinetiche delle aste omogenee
OAe AB.

Energia cinetica dell’asta OA

L’asta OA si muove nel piano coordinato Ozxy ruotando attorno all’asse fisso Oz, con
angolo di rotazione ¥ e velocita angolare istantanea 9 é5. Ne deriva che la corrispondente
energia cinetica ¢ data dalla semplice espressione

1mL2192 _ mL2192.
2 3 6

1 .
Toa = §Ig,§‘|’l9€3|2 =

Energia cinetica dell’asta AB
Anche I'asta AB si muove nel piano Oxy ma e priva di punti fissi; la sua energia cinetica
deve dunque essere valutata ricorrendo al teorema di Konig:

1 . 1 .
Tap = §mG§ + §IS2BZ|1963|2

dove il momento d’inerzia dell’asta rispetto all’asse baricentrale G2z vale

AB mlL?
D

e la velocita istantanea del baricentro si ricava derivando in ¢ il vettore posizione (.7)
) 1. - : 1 g A
Gy = L<COS’L9 ~3 smﬁ) Ve + L<sm19 + 3 00819) ¥ és
per cui
) ) 1 2 1 2
G3 = L% [(cosﬁ ~3 sinﬂ) + <sin19+ 3 00819) } =
2,92 2 L. o : .2 L 2 : 5252
= L79*|cosd + 2Sin ¥ — sin ¥ cos ¥ + sin“ + 708 ¥ +sindcos?d| = ZL 97

Di conseguenza, si ha

1 5. 5. 1 mL? . 5 . 1 . 2 i
T P _L2 2 - 2 _ = L2 2 i L2 2 _ Z L2'l92.
"\B 2m4 19+2—1219 8m 19+24m ) 3m
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Energia cinetica del sistema
Per calcolare ’energia cinetica del sistema non rimane che sommare i contributi parziali
delle due aste:

2 5

1 ) ) )
T =Toa+Tap = émLQ’&Q + §mL2’L92 = émLQ’&Q .

(d) Equazioni pure del moto
Le equazioni pure del moto si riducono all’unica equazione di Lagrange

d 0L 0L
7(55) 5 = °
con la lagrangiana
L£=T+U = émL 97 + §mgL(COSfL9+sm19).
Si hanno le ovvie relazioni
d 108 5 . 0L 3
— (=) = SmL? — = —mgL(—si
dt(aﬁ) 3™ U 59 = 3™ (—sin® + cos )

che consentono di scrivere ’equazione pura del moto nella forma

) a3
gmLQ"ﬂ + §mgL(sin19 —cosv) = 0.

(e) Equilibri in presenza di vincoli unilaterali
Nel caso il sistema sia soggetto a vincoli unilaterali tali da rendere possibili soltanto i valori
¥ € [—m,0] della coordinata generalizzata, & evidente che la configurazione

3
V= ——
4
costituisce ancora un equilibrio ordinario del sistema — equivalente alla configurazione ¥ =
5m /4, da cui differisce per un intero angolo giro 27. Occorre perd considerare la possibilita
che accanto a questo equilibrio ordinario possano sorgere degli equilibri di confine. Le
configurazioni di confine del sistema sono soltanto due, ¥ = —7m e ¥ = 0.

Configurazione ¥ = —m
Il teorema dei lavori virtuali stabilisce che condizione necessaria e sufficiente affinche ¢ =
—m sia un equilibrio del sistema e che si abbia

Qu(—m) 69 <0 Vég > 0

ossia

Qﬁ<—ﬂ') <0.
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Risulta in effetti

3 3 3
Qu(—m) = U'(—7m) = imgL(— sint + cos ) ) = imgL(—O— 1) = —imgL <0
nbper cui ¥ = —7 costituisce un equilibrio di confine per il sistema.

Configurazione ¥ =0
Per questa configurazione il teorema dei lavori virtuali prevedere il sussistere di equilibrio

se e soltanto se
Qy(0)09 <0 Vég <0

ovvero

Qs(0) > 0.
Ma

3 3 3
Qu(0) = U'(0) = imgL(— sinv + cos ¥) so = §mgL(—0+1) = §mgL > 0

e si deve percio concludere che anche questa configurazione rappresenta un equilibrio di
confine del sistema.
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