Prova scritta di meccanica razionale 1 A-L del 09.01.2008

Esercizio 1
Un punto materiale pesante e vincolato a scorrere lungo la curva di equazione y = x —
(2?/a), x € R, nel piano Oxy di una terna inerziale con 'asse verticale Oy diretto verso

I'alto (a indica una lunghezza caratteristica del sistema). Indicata con m la massa del
punto, determinare:

(a) le equazioni pure del moto nell’ipotesi che la curva sia liscia,;

(b) gli equilibri del sistema qualora la curva abbia coefficiente di attrito radente statico
ps = 1/5.

Esercizio 2

Un corpo rigido si compone di una piastra quadrata P = OABC' e di una semicirconferenza
I' di centro D, entrambe collocate nel piano Oxy di una terna cartesiana Oxyz. La piastra
ha i lati di lunghezza a e paralleli agli assi coordinati, mentre I' ha raggio a/2 ed & saldata
a [P nei propri estremi O e C (vedi figura). La curva I' & omogenea, di massa 1/3. La
densita di P si scrive infine o(z,y) = pxy?/a® V (x,y) € P.
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Determinare:

(a) il baricentro del sistema rispetto ad Ozxyz, verificando la proprieta dell’inviluppo con-
Vesso;

(b) la matrice d’inerzia della curva I' relativamente ad Oxyz;

(¢) il momento d’inerzia della piastra P rispetto alla retta OB.



Esercizio 3

Nel piano Oxy di una terna inerziale Ozyz € vincolato a muoversi il sistema pesante
composto da: (a) un’asta omogenea AB, di lunghezza 4R e massa m, con punto medio
fisso nell’origine O e (b) un disco circolare omogeneo D, di centro C, raggio R e massa m,
incernierato all’asta in un punto B del proprio bordo. Una molla ideale di costante elastica
k = mg/4R congiunge B con il punto fisso P(0,2R,0) (vedi figura).
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Nell’ipotesi di vincoli ideali, si usino gli angoli ¢, ¥ in figura per determinare del sistema:

(a) gli equilibri relativi a Ozyz;

(b) la stabilita dei predetti equilibri;
(¢) Denergia cinetica relativa a Ozyz;
(d)
(e)

(&

le equazioni pure del moto;

la quantita di moto rispetto a Oxyz.



Soluzione dell’esercizio 1
(a) Equazioni pure del moto nel caso la curva sia liscia
La parametrizzazione della curva vincolare si scrive

2
P(x)— 0O = :cé1+<:c—$—)é2 , r€R
a
ed ammette le derivate

2 2
Pl(z) = é + (1 - %)ég P'(x) = ==&,

La curva e chiaramente C'* e regolare, in quanto P’(z) # 0 Vx € R. L’equazione del moto
si ricava partendo dal postulato delle reazioni vincolari

mP = —mg éa + )
dove ’accelerazione istantanea ¢ data dalle relazioni
P = P'(2)i P = P'(z)i + P"(x)d?
e la reazione vincolare ® deve essere rimossa grazie all’ipotesi di vincolo liscio
&.P(x) = 0.
L’equazione pura del moto diventa percio
m[P'(x)i + P"(z)3%] - P'(x) = —mgés - P'(x)

ovvero
|P'(z)]*% + P"(z) - P'(x)2® = —géy- P'(x).

Una forma equivalente di questa equazione e

.d /1 . .
P'(@) i+ — (1P (@)?)a® = —géz- P'(x).

Nella fattispecie si ha

PP =1+ (1-2Y  L(p@p) = (2 )

a dr \2

per cui I'equazione del moto richiesta si riduce a

2o 2 ) 2)



(b) Equilibri nel caso di curva con attrito
Poiche la sola forza attiva agente ¢ il peso e la curva vincolare ha la forma y = f(x), la
legge di Coulomb-Morin dell’attrito radente statico si riduce a

/(@) < s
ossia
2x 1
)1 S22
a )
Quest’ultima relazione si puo riscrivere sotto forma di doppia disequazione
1 2x 1
< 1<
5 a -5
dalla quale si deduce 'espressione
4 2x 6
I G g
5 a 5

ed infine la caratterizzazione completa degli equilibri del sistema
2 < < 3
—a <z < —a.
5 — 75

Le configurazioni di equilibrio si hanno dunque Yz € (2a/5,3a/5).

Soluzione dell’esercizio 2
(a) Baricentro del sistema e verifica della proprieta dell’inviluppo convesso
Baricentro della piastra
La massa della piastra quadrata si calcola direttamente dalla definizione, mediante I'inte-
grale di superficie
a a IL{/ IL{/ a a IL{/ a/2 a/3 IL{/
mP:/adA:/dw/dyEwaZE/wd:c/dey:E?E:g.
P 0 0 0 0
Cio premesso, si osserva che il piano di giacitura Oxy costituisce un piano di simmetria della
piastra, per cui il baricentro di P deve potersi individuare mediante un vettore posizione
della forma
G]P’ -0 = .CCPél + y]P,éQ
con ascissa
a

1 6 [ 9 9 6 a®a® 2
wP:m—P/wadA:;/dw/dyw—wy —/ d;zc/ dy_ﬁiizga
P 0 0
e ordinata
1 6 / 6 r 6 a2at 3
:—/yadA:—/d:E/dyy—:cy —S/wdw/yde:—Sa—a_:_a
my, u a’ 2 4 4
P 0 0 0
per cui
2 3
GP_O: ga/él—i—ia/ég.



Baricentro della curva I'
La semicirconferenza I' puo essere descritta per mezzo della parametrizzazione

x ? sin 24+ Zeos € [0, 7]
= 75 = 57T 5 T
5 P Y 519 Y, ¥ y T s

ovvero

a. . a .
P(p)—0O = —5singpé + 5(1—}—(}08@)62 , pel0,mx],

alla quale corrisponde I’elemento infinitesimo di lunghezza

ds = |P'(¢)|dp = \/<Z—$)2+ <§—i)2dg0 = \/(—%COS@)Q—F <—%singp)2dgo = %dgp.

Trattandosi di curva omogenea, ¢ immediato convincersi che la retta y = a/2 nel piano
coordinato Oxy costituisce un asse di simmetria di ', per cui il vettore posizione del
baricentro GG, deve risultare del tipo

~ a
GF—O :.CCF€1+§€2

e la sola coordinata da determinare € 1’ascissa

T T

1 3 a 2u a a a
r mp /:c ° ,u/ 9 MY 3ra 2 v 27?/8111%0 v s
r

0 0

essendo per ipotesi mp = /3 e A = (u/3)/(wa/2) = 2p/3wa. Per il baricentro G, si ha

cosi I'espressione
. a
e+ =

2

~

GF_O:_ €9 .

SRS

Baricentro del sistema
Per calcolare il baricentro del sistema si puo ora ricorrere alla proprieta distributiva, de-
terminando il “baricentro dei baricentri” delle due parti P e I':

1

G-0= ——M— G. -0 G.—-0)]|. Nl
ey e(Gp = O) +mp(Gr = O)] (1)
Basta osservare che la massa del sistema vale
nop u
m]P, + mF = 8 + § - 5

mentre l’espressione entro parentesi quadrate nella (.1) risulta

w2 3 W a . a .
mIP,(G[P,—O)—HnF(GF -0) = 8<§a61+1a62) +§<—;61+§€2)

bt



in modo che il vettore posizione del baricentro diventa

1,2 3 9
G—O:§<§aé1+iaé2)+§<—%é1+%é2
2 1. L a, <2

= —aé1+-aéy— —aé;+ -éy = (=
R P 9

Il baricentro G appartiene al quadrato OABC, in quanto

e 0

per cui G & certamente contenuto nell’inviluppo convesso del sistema (I'unione del quadrato

)

2

aél +—aéy.
3

12

)

<7 <
12(1 a

chiuso OABC' e del semidisco chiuso delimitato dal diametro OC' e dalla curva I').

(b) Matrice d’inerzia della curva materiale

La semicirconferenza I' giace interamente nel piano coordinato Oxy; ne deriva che la ma-

trice d’inerzia di I relativa alla terna Oxyz deve assumere la forma generale

It Ib, 0

(Lol = | LE, Ly, 0
T T
0 0 LI, 4+LD

Il momento d’inerzia rispetto all’asse Ox viene ricavato per mezzo della definizione

us

us

a\? 21 a a® 2u a
L, = [vads = [(5) 0 2 2P 2 :———/1 2dy =
r 0 0
1 o
= E'MQQ /(1+2008g0+0082g0)d<p =
0
1 [ 1+ cos2
= —pa® <1+2cosg0+w) dp =
127 2
0
1 9 ) 1 1 . W 1 93 1,
127T,ua [g0+ S ¢ + 2g0+4sm () . 127T,ua 27T 8,ua
e in modo analogo si provvede al calcolo del momento d’inerzia relativo ad Oy
o 2 2 1 T
r _ 2 _ a- .o <44 a _ 2 ) _
Lyy—/:c )\ds—/zsmgoﬁidgo—mua /smgpdcp—
r 0 0
1 [ 1 —cos2¢p 1 @ sin2p]” 1
2 - 2 2
= — - Py = — X _ - a2
127 / 2 77 12 [2 1 ]0 241



Per il prodotto d’inerzia non banale si ha infine

us

2
Lgy = —/:cy)\ds = —/(—%singp) %(1—#008@)—“%0&0 =

Ta

r 0

1 [ 1 in2 1

= E'MQQ /(singp +sinpcosp)dp = E’WLQ [— cos p + sm2 SO] ) = @MGQ.
0
La matrice d’inerzia della curva materiale I' vale percio
1/8 1/6m 0
L] = pa® | 1/6m 1/24 0 |. (.2)

0 0 1/6

(¢) Momento d’inerzia della piastra rispetto alla retta OB
Anche in questo caso la matrice d’inerzia da determinare e quella di un sistema ubicato
nel piano coordinato Oxy della terna di riferimento:

LE, LE, 0

Lol = | L, Ly, 0
P P
0 o0 LE +LE

Il momento d’inerzia relativo a Ox e dato dall’integrale doppio
a a p p a a L |
LEJE = /yQJdA = /dw/dnyEwa = E/:cd:c/y‘ldy =53 F = EMQQ
P 0 0 0 0
mentre quello rispetto a Oy vale
a a p p a a L at |
L]gy = /.CCQJdA = /dw/dwaEwa = E/wgdw/dey = 5713 — EM(IQ.
P 0 0 0 0

Da ultimo si calcola il prodotto d’inerzia residuo

a a
L]fzy:—/:cyadA:—/d:E/dywya—/éwa:
P 0 0

a a 3 4 1

M 2 3 Ha-a 2

= —= d dy = ——— — = ——pua”.

@b w$/yy @3 4 121

0 0



Ne risulta cosi la matrice d’inerzia

1/10 —1/12 0
[L5] = pa® | —1/12  1/12 0
0 0  11/60

La retta OB passa chiaramente per l'origine O della terna di riferimento in cui & nota la
matrice d’inerzia. Per calcolare il momento d’inerzia relativo ad OB della piastra basta
quindi determinare il versore direttore della retta

B—-0 aéy +aés 1

n = = = —¢

1
1 = +—=é
[B=0] ~ Jaéi+aés| V2 V2

e fare uso della formula generale

1 1 1/V2
lop = Ios = 7 LH(n) = 7 7= 0)[LP] V2 | =
0

11/60 ) \0
1/60

g —,U/a

120

. 1/10 —-1/12 0 1
= 2 (110) —1/12 1/12 0 1] =
= —,ua (110) (

Soluzione dell’esercizio 3

(a) Equilibri relativi a Oxyz

Si tratta di un sistema scleronomo a vincoli bilaterali ideali, soggetto unicamente a sol-
lecitazioni posizionali e conservative. I suoi equilibri si identificano percio con tutti e
soli i punti critici del potenziale di sistema, U(p, ), che pud essere ricavato facilmente
sommando i potenziali relativi alle forze peso e all’interazione elastica fra i punti B e P.

Potenziale gravitazionale

Il potenziale gravitazionale del sistema consiste nella somma di due contributi, l'uno rela-
tivo all’asta AB e ’altro relativo al disco circolare D. Poiche I’asta € omogenea e vincolata
a ruotare attorno al proprio punto medio e baricentro O, il potenziale gravitazionale di AB
e costantemente nullo e puo essere ignorato. Quanto al disco, si hanno le utili relazioni:

B—0 = 2Rsinpé; — 2R cos p és (.3)

C—0=B—-0+C—-B =2Rsinpé; —2Rcospés + Rsiné; — Rcosv és

dalle quali si deduce che il potenziale gravitazionale ha 1’espressione:
Ug = —mgés - (C —0) = —mg(—2Rcosp — Rcos?¥) = mgR(2cosp +cos?). (.4)

8



Potenziale elastico
L’equazione (.3) e 'ovvia relazione P — O = 2R é3 implicano che si abbia

B—P = 2Rsinpé; —2Rcospéa —2Rés = 2Rsinpéy — 2R(cosp + 1) é

per cui il potenziale associato all’interazione elastica fra il punto fisso P e l'’estremo B
assume la forma

k k
Ug = —§|B —P|? = —§4R2(sin2g0 + cos?p +2cosp + 1) =
= —2kR%*(2 + 2cosp) = —4kR?cos ¢ + costante

e con k = mg/4R si riduce a
U = —mgRcosp. (.5)

Potenziale del sistema
Non rimane che sommare i potenziali parziali (.4) e (.5) per ottenere il potenziale del
sistema:

U(p,¥) = Ug + U = mgR(2cos p + cost) —mgRcosp = mgR(cosp +cos?). (.6)

Equilibr
In quanto punti critici del potenziale, gli equilibri del sistema si ricavano annullando si-
multaneamente le derivate parziali prime di U:

oUu oUu

% = —ngsingp =0 % = —ngSiH’ﬁ =0

ossia risolvendo il semplice sistema di equazioni trigonometriche
sing = 0
sind = 0

dal quale si deducono le ovvie soluzioni

(90719) = (070) ) (90719) = (0771-) ) (90719) = (71—70) ) (90719) = <7T77T)

che individuano quattro distinte configurazioni di equilibrio del sistema — gli angoli di
equilibrio sono definiti a meno di multipli interi di 27, fisicamente irrilevanti.

(b) Stabilita degli equilibri

Il sistema scleronomo e soggetto unicamente a sollecitazioni posizionali conservative. La
stabilita dei suoi equilibri ordinari puo essere analizzata facendo uso dei teoremi di La-
grange-Dirichlet e di inversione parziale. A questo scopo occorre determinare le derivate
parziali seconde del potenziale U:

02U 0?U 0?U 0?U

3,2 = —mgRcosp 592 = —mgRcos v 990, = 9000 =0



per poi valutare il segno degli autovalori della matrice hessiana corrispondente in ciascuna
configurazione di equilibrio. Da notare che la matrice hessiana e in ogni caso diagonale,
per cui gli autovalori sono immediatamente identificabili con i suoi elementi diagonali.

Configurazione (p,9) = (0,0)
La matrice hessiana del potenziale vale in questo caso

-1 0
Hy(0,0) = ng( 0 _1)

ed ha due autovalori negativi. Ne deriva che la configurazione di equilibrio costituisce un
massimo relativo proprio del potenziale e che la sua stabilita ¢ garantita dal teorema di
Lagrange-Dirichlet.

Configurazione (p,9) = (0, )

Nella fattispecie la matrice hessiana di U diventa

-1 0
Hy(0,m) = mgR ( 0 1)
ed ammette un autovalore positivo. L’instabilita della configurazione segue dal teorema di
inversione parziale di Lagrange-Dirichlet.
Configurazione (p,9) = (m,0)

Anche in questa configurazione la matrice hessiana del potenziale presenta un autovalore
positivo:

1 0
Hy(m,0) = ng(O _1)

che implica l'instabilita dell’equilibrio in virtu del teorema di inversione parziale di La-
grange-Dirichlet.

Configurazione (p,9) = (m,m)

In quest’ultimo caso la matrice hessiana del potenziale presenta due autovalori positivi (la
configurazione rappresenta percid un minimo relativo proprio di U):

1 0
HU<7T,7T)—ng(O 1)

per cui I’equilibrio e instabile.
(c) Energia cinetica

L’energia cinetica T' del sistema ¢ determinata dalla somma delle energie cinetiche parziali
dell’asta AB e del disco D.
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Energia cinetica dell’asta AB
L’asta ruota attorno all’asse fisso Oz secondo I’angolo di rotazione ¢. Il momento d’inerzia
dell’asta rispetto all’asse fisso ¢ dato da

1 4
I58 = —m(4R)?> = -mR?

12 3
per cui la relativa energia cinetica si scrive
1 14 2
T _ —IAB S6.12 — = R2 2 Z R2 -2.
AB 510z | és 5 3m ¥ 3m P

Energia cinetica del disco D
Il disco si muove nel piano Ozy, ma senza alcun punto fisso. L’energia cinetica deve essere
valutata ricorrendo al teorema di Konig. Il disco ¢ omogeneo, per cui il suo baricentro
coincide con il centro geometrico C'. Il teorema di Konig porge percio 1’espressione
meo  lop oo
T]D) = EC + §ICZ|’L9€3|

dove il vettore posizione del baricentro si scrive

C—0O = R(sind + 2sinp) é1 — R(cos I + 2 cos p) éa
e la corrispondente velocita istantanea assume la forma

C = R(cosV 9+ 2cos p¢) é1 + R(sindd + 2sin ¢ ) é,

con modulo quadrato

C? = R? (008219 9% + 4 cos?p p? + 4 cos O cos @ Vp+

+ sin?9 92 + 4sin%p p? + 4sin Vsin ¢ 19@) =
= R? [192 + 4% 4 4 cos(V — @) 19@}

mentre il momento d’inerzia risulta

mR?
B, =
L’energia cinetica del disco vale pertanto
R?2 . . 1 . R2 3. .
Tp = m2 (9% + 49 +4 cos(9— ) V] + ZmRQfﬁ}Q = mT [4 o2+ 5192 +4 cos(¥— ) Vp|.

Energia cinetica del sistema
Per ricavare l’energia cinetica del sistema non rimane che sommare le energie cinetiche
appena calcolate per I'asta e per il disco:

92 2 . .
T = §mR2 o+ % [4@2 + 2192 + 4 cos(¥ — @) ﬁgb] =
R%2[16 3. .
= m2 [Eng + 5192 + 4 cos(¥ — @) @19] .
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(d) Equazioni pure del moto
Il sistema € a vincoli bilaterali ideali, posizionale e conservativo. Le equazioni pure del
moto sono quelle di Lagrange:

d 0L 0L d (0L 0L
el () IR (=) =20
ilas) "5, alo)
con la lagrangiana
271 . .
L£=T+U = mf [;@2—# 2192 + 4 cos(¥ — ) gbt?] + mgR(cos ¢ + cos ¥)

dalla quale ¢ immediato calcolare le espressioni seguenti:

0L  mR?[32 . L [16 .
9o 3 P Hdcoslp - = Zp+2 _
O B [3 + 4 cos(p — V) 19] mR [3 o+ 2cos(p — 1) 19}
%(g—i) = mR? [1?)_6@ + 2 cos(p — 1) 9 — 2sin(p — 19)(%019 . 192)}
oL 5 p .
% = —2mR”sin(p — J) 9 — mgRsing
0L  mR%[_. ey
—— pu— _ . — 2 2 B .
99 2 [319 + 4 cos(p — 1) 80] mR [219 + 2 cos(p — 1) 4
d (08N 913 .. ) o .
dt <£) = mR [519 + 2cos(p — 9) $ — 2sin(p — 9)($* — ﬁgo)]
oL 5 . p .
i +2mR* sin(p — 9)pY —mgRsind .

Le equazioni del moto diventano pertanto
2| 16 ., u i 02 i
mR §<p+2cos(g0—19)19+251n(g0—19)19 +mgRsinp = 0

mR? E"ﬁ} +2cos(p — ¥) $ — 2sin(p — 19)952] +mgRsind = 0.

(e) Quantita di moto

La quantita di moto del sistema e la somma delle quantita di moto delle sue parti co-
stituenti, ’asta AB e il disco D. A loro volta, le quantita di moto parziali si ottengono
moltiplicando le rispettive masse per le velocita istantanee dei relativi baricentri. Si ha
pertanto:

— — —

Q=0 +Q% = mO+mC = mC =
= mR(cos 9V + 2cos p @) é; +mR(sin 9 + 2sinp @) é, .
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