Scritto di meccanica razionale 1 M-Z del 08.02.2005

Esercizio 1
In una terna di riferimento inerziale Oxyz € data la curva materiale liscia I' di parametriz-
zazione

és , .366[0,1]

e densita lineare L

VIt a2’
essendo p > 0 costante. Sulla curva e vincolato a scorrere un punto materiale P di massa
m, soggetto alla forza peso —mg és.

Az) = x € [0,1]

y 1 = g
0
P
r e,
mg
&
&
Si chiede di determinare:
(a) la posizione del baricentro G di I rispetto a Ozyz;
(b) la matrice d’inerzia di I" relativamente alla stessa terna,
(¢) il momento d’inerzia di I rispetto all’asse y = x;
(d) la matrice d’inerzia di I rispetto alla terna di origine G e con gli assi paralleli a quelli

di Ozyz;

(e) le equazioni del moto del punto P.



Esercizio 2

Un punto materiale C'; di massa m, puo scorrere senza attrito lungo una circonferenza fissa
v di centro O e raggio R, posta nel piano coordinato Oxy di una terna cartesiana Oxyz
che ruota attorno all’asse verticale Oy con velocita angolare costante wés rispetto ad un
riferimento inerziale. Una molla ideale di costante elastica mw? collega C con il vertice P
di un quadrato omogeneo L, di massa m, vincolato a scorrere lungo ’asse Oy e al di sotto
di v — vedi figura. L’intero sistema e soggetto al campo delle forze peso.

yl

D

Supposti i vincoli ideali e assumendo g > 2Rw?, si faccia uso delle coordinate § € R e
s € [1,+00) in figura per determinare:

(a) Venergia cinetica del sistema,
un integrale primo del sistema;

gli equilibri ordinari;

)
(¢)
(d) le proprieta di stabilita degli equilibri ordinari;
(e) le equazioni di Lagrange del moto;

)

se la configurazione (6, s) = (0,1) € un equilibrio di confine del sistema (facoltativo).



Soluzione dell’esercizio 1

(a) Posizione del baricentro di I’

Poiché la curva si colloca nel piano coordinato Oxy, che evidentemente si identifica con
un suo piano di simmetria, appare evidente che il baricentro G di I' deve localizzarsi nello
stesso piano, in modo che il vettore posizione del baricentro assumera la forma:

G—-0 = zgé1 +ygés.
La massa della curva materiale si otterra integrando 1’elemento infinitesimo di massa

dm(z) = \z)|P'(z)|dz = ﬁ é1 —zés|dr = pdx

sull’intero intervallo [0, 1] del parametro, e sara data percio dall’integrale definito:

1
m:/,ud:c:,u.
0

Per I'ascissa z¢ del centro di massa si ha allora I’espressione:

1 1

1 1 2 1
wG:—/wdm:—/wudw:[”@—]:—
m Jr 7 21, 2

0

mentre la corrispondente ordinata yg vale

1 72 1 [ 22 23 1
Yo = — <——) dm = —~ [ = pde = |-—| = —=
m Jp\ 2 w2 6 |, 6

e pertanto risulta:

(b) Matrice d’inerzia della curva materiale
La matrice d’inerzia di I' si presenta nella forma generale:

L. ny 0
[LO] = ny Lyy 0
0 0 Ly, + Lyy

dovuta alla particolare collocazione della curva, che e completamente ubicata nel piano
coordinato Oxy. Il momento d’inerzia L., si deduce dalla definizione:

1 1
4 MfCSl M
d = — | — = —
/w v 4[5]0 20
0

2,2
Lm:/(y2+22)dm:/y2dm:/<—%) pdr =

T T 0
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al pari del momento relativo all’asse Oy:

1 41
Lyy:/(:c2+22)dm:/dem:/wQ,ud:c:u[%} :%.
0
0

r r
Il prodotto d’inerzia L, vale invece:

1

1
2 471
Ly = —/:cydm: —/w(—%)udw: g/wgdw: %[%] = %
0

T 0
La matrice d’inerzia risulta cosi:

1/20 1/8 0
Lol = p| 1/8 1/3 0
0 0 23/60

(¢) Momento d’inerzia rispetto all’asse y =«
La retta di equazione y = x passa per 'origine O della terna di riferimento e la sua direzione

e specificata dal versore

R €1+ é2 1 . 1 .

" lval T 0T A"
Il momento d’inerzia relativo alla retta On puo dunque esprimersi per mezzo della ben
nota relazione matriciale

ny . 1/20 1/8 0 1
Ioiw = (n1 na ng)[Lo] | n2 | = 5(1 10)p| 1/8 1/3 0 1| =
na 0 0 23/60/) \o
7/40
7 et 11 19
_Paroy | 11/24 | = —-(——- ——) St
5 (110)| 11/ o\10 T 21 60"

0

che fornisce cosi il risultato richiesto.

(d) Matrice d’inerzia rispetto ad una terna baricentrale

La matrice d’inerzia [L¢] relativa alla terna di riferimento baricentrale Gzyz, i cui assi
sono rispettivamente paralleli a quelli della terna Oxyz, & legata alla [Lo| dal teorema di
Huygens-Steiner generalizzato:

d2+d2  —ddy, —d.d.
[Lo] = [Lal+p | —dody, d2+d2 —dud.
—dyd,  —dyd, di+d

dove d,, d, e d, indicano le coordinate del baricentro rispetto alla terna Oxyz:



Si ha percio:

&+ d2 —ddy, —dd.
[Lg)=[Lol —p| —dody d%2+d? —dud. | =
—dd.  —dyd, &+ 2

1/20 1/8 0 1/36 1/12 0 1/45 1/24 0
=ul 18 173 0o |—-pfl1/12 14 0 |=p|1/24 1712 0
0 0 23/60 0 0 5/18 0 0 19/180

(e) Equazioni del moto del punto P
Un vettore tangente alla curva I' nella posizione individuata dal valore = € [0, 1] dell’ascissa
¢ dato dalla derivata prima della parametrizzazione P(x):

P/(ZC) = él —.CCéQ

per cui la componente tangente alla curva della forza peso vale:

. P(z) . é1—xéy mgzx
—mages - = —Mmaqeo - = — = .
99 Pr(a)] 9298 el ~ Vita?

D’altra parte, per un generico moto possibile del punto P la velocita istantanea si deduce
derivando rispetto al tempo la parametrizzazione P(z), avendo cura di sostituire a x una
qualsiasi funzione regolare di ¢:

P = (él — X ég) T

e una ulteriore derivazione in ¢ porge 1’espressione dell’accelerazione istantanea:
5 /a A e N N . L2\ A
P = (61 —xéy)i—d%€ = Zé; — (x& +27)é2

con componente tangenziale:

s P'(x) . . .9 é1 —xéoy I+ %% + wi?
P = [2é1 — (x& + 27) &3] - =
Py - POl s = T

L’equazione pura del moto si scrive pertanto, nell’ipotesi di curva liscia,

. P(z) P'(z)
mpP - = —mgés
[P ()] | P ()]
ossia:
¥+ 228 + xd? mgx
m

Vitzz  Ji+z22’

espressione che e peraltro possibile semplificare in:

4223+ xd® = gx.



Soluzione dell’esercizio 2

(a) Energia cinetica del sistema

L’energia cinetica T' del sistema e costituita dalla somma delle energie cinetiche del punto
C' e della lamina L. Il vettore posizione del centro C' si scrive:

C -0 = Rsinfé; — RcosfBéy
e la corrispondente velocita vale:
C = R(cosfé; + sinf és) 0
per cui 'energia cinetica di C risulta:

1 . m .
Te = —mC? = —R?6?.
“ 72 2
Per contro, la lamina IL si muove di moto traslatorio rettilineo e la velocita di ogni suo
punto — ad esempio di P — e data dall’espressione:

P = —Rseéy
cosicché la relativa energia cinetica diventa:

1 52 22
TL:§mP :ERS .

Ne deriva che:

%R%‘Q - %RQ(éQ +8%).

T = Te+T, = SR +
(b) Integrale primo
Il sistema scleronomo & soggetto unicamente a sollecitazioni posizionali e conservative,
costituite dal peso, dall’interazione elastica fra i punti C' e P, dal campo delle forze cen-
trifughe. A rigore sul sistema agiscono anche le forze di Coriolis, che tuttavia hanno
componenti lagrangiane identicamente nulle: per provarlo ¢ sufficiente considerare che le
forze di Coriolis sono tutte dirette perpendicolarmente al piano Oxy, mentre i vettori:

oC oc

50 = R(cosfé; + sinf éy) 55 = 0
¢ oP opP
Y

risultanto tutti paralleli allo stesso piano. Il potenziale del sistema e calcolato come somma
dei potenziali gravitazionale, elastico e centrifugo.
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Potenziale gravitazionale
Il potenziale gravitazionale del punto C' assume la forma:

Ugc = —mgéy - (C —0) = mgR cos@

mentre quello della lamina e dato da:

Ug‘ = —mgéy- (P —0) = mgRs

e la somma dei due vale percio:
Uy = mgR cos +mgRs = mgR(cosf + s).

Potenziale elastico
Il potenziale associato all’interazione elastica fra C' e P si ricava per mezzo della definizione:

. 2
Ua = —5(C=P)* = ——
2

1
- _m; R2%[sin%0 4 (s — cos 0)?] = §mw2R2(_82 +2scost —1).

[Rsinfé; — Rcosfés + Rség)? =

Potenziale centrifugo

Poiché il momento d’inerzia della lamina IL rispetto all’asse Oz non viene modificato al
variare della coordinata s, il relativo potenziale centrifugo si mantiene costante e puo quindi
essere ignorato. Quanto al punto C' si ha:

1
Uyg = %WQ[(C —0)-é)? = imRQwQSiHQG.

Potenziale del sistema
La somma dei potenziali precedentemente calcolati fornisce il potenziale del sistema:

1 1
U(0,s) = mgR(cost + s) + §mw2R2(—82 + 2scosf) + imRQwQSiHQG =

R 2<g o+ L 0+1'29)
= mR*w*( —— cos ——=5— — + ScoS —sin
Rw? Ruw? 2 2
Integrale primo
Il sistema scleronomo soggetto a sollecitazioni attive posizionali conservative ammette un
ovvio integrale primo, quello dell’energia meccanica H =T — U. Si ha percio:

H(0,5,0,8) = TR0 +52) - mR2w? (=2 cos 0+ s — 5 4 scos0+ Lsin20
(0,s,0,$) = 5 (0 +5°) —mR"w Rz SO Rz T g Tscos 5sSin

V(0,s,60,5) € R x [1,4+00) x R2.



(¢) Equilibri ordinari
Gli equilibri ordinari del sistema si identificano con i punti critici del potenziale U nel
dominio aperto {(6,s) € R x (1,+00)}. Le derivate parziali prime di U si scrivono:

%_g = mRQWQ<_Ri2 sinf — ssin9+sin90089)
ou _ 2 2f 9
75 = MR (g s cost)

e quindi gli equilibri ordinari sono tutte e sole le soluzioni del sistema trigonometrico:

9

Rw?
%—s—#cos@ =0
w

sinf — ssinf +sinfcosf = 0

la cui seconda equazione porge la relazione:

s = L—FCOSG

" Rw?

che sostituita nella prima conduce all’equazione in 6:

_Rg2 sin @ — Rg2 sinf —sinfcosf + sinfcosf = 0
w w
ossia: )
_RQQ sinf = 0.
w

Se ne conclude che i valori di equilibrio di # sono:
0 =0 e 0 =m.

I punti critici del potenziale sono pertanto:

9,5) = <0,$+1) 9,5) = <W,#—l)

entrambi accettabili per via della condizione g > 2Rw?, che assicura i valori di equilibrio
della variabile s essere entrambi maggiori di 1.

(d) Stabilita degli equilibri ordinari
Le proprieta di stabilita degli equilibri ordinari possono essere studiate facendo ricorso
al teoremi di Lagrange-Dirichlet e di inversione parziale, considerato che il sistema e
scleronomo e sottoposto unicamente a sollecitazioni posizionali conservative. Le derivate
parziali seconde del potenziale si scrivono:

0%U

—(0,s) = mR*W? _9 cos — scos 6 + cos>6 — sin?6
002 Rw?



82U ) o 92U 82U
g5z (08) = —mIw 9695 ") = 5500

in modo che la corrispondente matrice hessiana assume la forma:

0,s) = —mR*w?sinf

_9 _ 20 1w
Hy (0, s) :mR2w2< T2 Cost — scosf + 2cos™0 — 1 81n9>.

—sin6 -1
Configurazione (0,s) = <O, 94 1)

Rw?
In questa configurazione la matrice hessiana del potenziale si riduce alla forma diagonale:

g o 2 2 —2g/Rw2 0
HU<0’—Rw2+1) = mR‘w ( 0 q

con autovalori entrambi negativi. La configurazione rappresenta percio un massimo relativo
proprio del potenziale, la cui stabilita ¢ assicurata dal teorema di Lagrange-Dirichlet.

Configurazione (0,s) = <7T, % — 1)
w
Nella fattispecie la matrice hessiana del potenziale vale:
g . . 2 9 2g/Rw2 0
Hy (7 5~ 1) = mRw ( 0o -1

e presenta autovalori di segno opposto — i suoi elementi diagonali. Il teorema di inversione
parziale di Lagrange-Dirichlet consente di concludere che la configurazione di equilibrio e
instabile.

(e) Equazioni di Lagrange
Nell’ipotesi dei vincoli ideali, le equazioni pure del moto si identificano con quelle di La-
grange:

d<3_£)_3_£_0 i(a_ﬁ)_a_ﬁ _ 0
dt \ 9 00 dt \ 95 ds
nelle quali la lagrangiana £ =T + U si scrive:
2
_ Moo s | .2 22(9 g . s 1-29)
£ = 2R(G +§%) + mR w —Rw20080+—Rw28 5 +scos€+2sm .
Da questa si deducono le espressioni:
%(g—j) = mR2%0 g—g = mR2w2<—# sin&—ssin@—l—sin&cos@)
d /0L .. 0L 2 2 9
%<g):mRs meRw<W—S+COSG)
che sostituite nelle equazioni di Lagrange porgono le equazioni del moto richieste:
mR26 + mR*w? <L + s — cos 9) sinf = 0
Rw?
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%—S—FCOS@) = 0.
w

mR%5 — mR2w2<
(f) Equilibrio in (6,s) = (0,1)
Quella individuata da (0, s) = (0, 1) & una configurazione di confine del sistema. Il teorema
dei lavori virtuali stabilisce che la configurazione e di equilibrio se e soltanto se il lavoro
virtuale delle sollecitazioni attive risulta non positivo per ogni spostamento virtuale (56, ds)
del sistema relativo alla configurazione considerata:

oUu oUu
= —(0,1 —(0,1 < R >
oL 89(0’ )59+88(0, Jos <0  VéleR, Vis>0
ossia per:
oUu ou
—(0,1) = —(0,1) < 0.
89 (07 ) 0 € 88 (07 ) — O
Nella fattispecie si ha:
oUu oUu
- 1) = - 1) =
59 (01 =0 55 (1) = mgR >0

per cui la condizione del teorema dei lavori virtuali non ¢ soddisfatta. La configurazione
non rappresenta un equilibrio del sistema.
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