Prova in itinere di meccanica razionale 1 M-Z del 31.10.2007

Esercizio 1

Nel piano Oxy di una terna Oxyz sono collocate una piastra quadrata OABC, di lato a,
e un’asta rettilinea che congiunge il vertice B con il punto D(2a,0,0) — vedi figura. La
densita della piastra si scrive

a@>:§gp_m2 VP e OABC,

mentre quella dell’asta ¢ data da

AP)= L |P-B? vPeBD,

V2a3

essendo i > 0 una massa caratteristica del sistema.

Si chiede di determinare del sistema:

(a) la massa;

(b) il baricentro, verificando che esso appartiene all’inviluppo convesso del sistema.

Soluzione

(a) Massa del sistema

La proprieta di additivita assicura che la massa del sistema puo essere determinata cal-
colando separatamente e sommando le masse delle due parti rigide costituenti, la piastra
OABC e l’asta BD. 1l punto di intersezione B fra le due parti costituisce infatti un in-
sieme di misura nulla e non influenza in alcun modo il calcolo delle masse o dei baricentri
parziali.



Massa della piastra
L’integrale della densita areale o sul quadrato OABC = [0, a]? fornisce la massa della
piastra quadrata:

a a a

3
_ Ko 2 2y M 2 a’y _ MK ra a 2
Moac = /dfC/d%—N"‘ )= a—4/d$<“+§) = alzerge) =5

0 0 0

Massa dell’asta
In primo luogo si ricava una parametrizzazione dell’asta. Il segmento BD puo parametriz-
zarsi per mezzo della relazione lineare

P-0 = (1-§)(B-0)+£(D - 0) = (1 €){aés +aés) + 2061 =
= (1+&)aéy + (1 —&)aés V¢ e [0,1]

alla quale corrisponde I’elemento infinitesimo di lunghezza
dpP
ds :)d—g(g))dg = |aéi — aés|dE = V2ade

mentre la densita lineare assume la forma

AE) = #}(1 +&aéy + (1 — Eaés — (aéy + aés)|” =
o ) 7 7
= \/§a3|§a61 — faéy|* = \/§a32a2€2 = \/5552 V¢ e [0,1].

La massa dell’asta si scrive percio

1 1
2
Mpp = /\/5%52\/5‘1‘15 = 2M/§2d§ = k-
0 0

Massa del sistema
Per ottenere la massa dell’intero sistema non resta che sommare le masse parziali appena

calcolate:
2 2 4
= Moapc TMpp = ghT gk = Sh-

m

(b) Baricentro del sistema, inviluppo convesso del sistema

Poiche il sistema consiste di una superficie materiale (la piastra) e di una curva materiale
(il segmento BD), il baricentro del sistema puo essere determinato soltanto ricorrendo al
teorema distributivo. Si tratta quindi di calcolare i baricentri della piastra e dell’asta, di
immaginare concentrate in tali punti le intere masse m em ed infine di deter-

OABC BD’
minare il baricentro del sistema fittizio di due punti materiali cosi ottenuto.



Baricentro della piastra
Rispetto alla terna Oxyz, il baricentro G
vettore posizione della forma

oapc della piastra deve essere individuato da un

G 0=z ég = (0.1)

OABC — oaBc 1t Yoapc oapc1 Tt Toapc€2

in quanto la retta z = 0, y = x, costituisce un evidente asse di simmetria della piastra;
i punti simmetrici (z,y) € [0,a]? e (y,7) € [0,a]? si collocano infatti alla stessa distanza
dall’origine O e presentano quindi la stessa densita areale:

0

W
oley) = Lt +y?) =

a_4<y2 + ,552) = o(y,x) V(z,y) € [0,@]2 .

L’ascissa del baricentro viene calcolata applicando direttamente la definizione e ricordando
il valore della massa gia ricavato al punto precedente:

1 3 r r K2 2
Toapc = / :cad:ndy:ﬂ/dw/dya—él(:c +y)x =
0 0

OABC
3 a a 3 a 3
= ﬁ/dw/dy(:cS—Fwa) = ﬁ/dw<w3a+w%) =
0 0 0

0_5 . 5
OABC — = §a61+§a62.

Baricentro dell’asta
Per il teorema dell’inviluppo convesso, il baricentro G 5, dell’asta deve collocarsi lungo il
segmento BD, la cui retta di giacitura ha equazione

r — TR . Y—YB
D — IR YD — YB
ossia
r—a y—a
2a —a 0—a

e quindi, dopo semplici manipolazioni algebriche,
r+y—2a=0. (0.2)
Il vettore posizione del baricentro puo ricercasi della forma
Gpp —0 = zgpé1+yppéo
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con ascissa

a

1
T _ /:c)\ds = %0/\/5/%2 14 ¢&)av2adé =

1
:3a0/§ + £3) §—3a<;+i) = —a

e ordinata

—

vop = o [ unds = 2 [ VBEE1 - gavads -

11y 1
— 30 [ (€2~ ¢"de = 3a(5 - 7) = 70

o
\Ho

cosicche risulta
O — 7 n 1
= 4(161 4(162.

GBD

Si osservi che il baricentro calcolato giace effettivamente lungo il segmento BD, in quanto
a<zgp,<2ae

7+1 2a =0
10t 0 2=

per cui 'equazione (0.2) ¢ soddisfatta.

Baricentro del sistema
Il baricentro GG del sistema viene calcolato come “baricentro dei baricentri” G oABc © Gyps
per mezzo della formula distributiva

G_0 = Moapc(Goape = O) +mpp(Gpp —0)
Moape T Mpp
3 2<5 A+5 A)+2 <7A+1 A)
= — | = —ae —ae - —ae —ae =
4 | 3H\gA T g2) TR g T 02

3/5 5 14 2 . 19 7

= Z(Eel +E62+E61 +Eeg)a = <1—661+E62)a

E immediato verificare che il baricentro appartiene all’inviluppo convesso dell’insieme pi-
astra+asta, che si identifica con il trapezio rettangolo ODBC'. Per individuare 'inviluppo
convesso del sistema basta considerare, nel piano di giacitura Oxy, 'intersezione dei semi-
piani chiusi:

y >0 (semipiano dei punti di ordinata non negativa)
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x>0 (semipiano dei punti di ascissa non negativa)
y<a (semipiano delimitato dalla retta BC' e posto al di sotto di questa)
r+y—2a <0 (semipiano delimitato dalla retta BD e contenente ’origine O)

che racchiudono l'intero sistema. Le coordinate x = 19a/16 y = 7a/16 del baricentro
soddisfano tutte le precedenti diseguaglianze, per cui G appartiene all’inviluppo convesso
del sistema.

Esercizio 2

Nel piano Oxy = 0Oé;é, di una terna inerziale un punto materiale P di massa m = 2
si muove soggetto a una resistenza viscosa di costante #. Una molla ideale di costante
elastica k = 13/25 unisce P all’origine O. Supposti trascurabili gli attriti, determinare:

(a) le equazioni pure del moto del punto e i valori di # per i quali si hanno moti oscillatori
smorzati;

(b) posizione e velocita di P all’istante t = 27 qualora si abbia 3 = 2/5, P(0) — O = 5¢4,
P(0) = é;.

Soluzione

(a) Equazioni pure del moto e regime sottocritico

Il punto e vincolato a muoversi nel piano coordinato Oxy di una terna inerziale, per cui il
relativo vettore posizione assume la forma

P—-—0 =zxé;+yés.

D’altra parte, l’equazione del moto si scrive

.. . 13 -
2P+6P+%(P—O)—q) =0
e fornisce due equazioni pure proiettando lungo le direzioni tangenti indipendenti di é; ed
éQ:

13 13
0% 18 o L 13 .
:c+6:c+25:c 0 y+6y+25y 0 (0.3)

La condizione perche il regime di moto sia sottocritico, affinche cioe tutti i moti del sis-
tema siano oscillatori smorzati, e che assuma segno negativo il discriminante dell’equazione

caratteristica
13

N2+ 8N+ =0
O+ o
ossia 13 104
A= (32_8-"°2 — p2_ "= .
P85 =0 =55 <0

Il regime sottocritico ricorre percio se e soltanto se

0 < 8 < V104/5.
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(b) Posizione e velocita istantanea di P
Per 3 = 2/5 le equazioni pure del moto (0.3) diventano

9% + 2i+ S = 0 9+ 25+ 2y = 0 (0.4)
Tt T ot = YTy Taogy = '

e ad esse corrisponde la stessa equazione caratteristica

2 13
22+ A+ = =0
+ 5 + 25
che ammette le radici complesse coniugate
11 2 4 104 1/ 2 1
PO Y ——(——im)——— !
41 5 25 25 4\ 5 10 2

La soluzione generale delle equazioni (0.4) diventa percio

t t
x(t) = ajet/10 cos<§) 1+ aget/10 sin(i)

y(t) = bpe t/10 cos(%) + by t/10 sin(%)

con derivata

[ 1 t 1 t\ | 1 t 1 t
z(t) = aje t/10 __E cos<§) ~ 3 sin(i)_ + aget/10 [—E sin(i) + 5 COS<§)]

[ 1 1 1 1 1
y(t) = bre 410 __E cos(%) ~ 3 sin(%)_ + boet/10 [—E sin(%) + 5 cos(%)]

e le costanti reali arbitrarie ai, as, by, by che devono essere determinate in base alle
condizioni iniziali. Nella fattispecie, le condizioni iniziali richieste sono

P(0) -0 =5¢  P(0) = ¢

ossia

20)=5 y0) =0 #0) =1 ¢0) =0

per cui si ha ovviamente y(t) =0 e

e quindi



La soluzione diventa cosi y(t) =0 e

-l )

i(t) = e /10 [—% COS(%) - % Sin(%) — gsin<%) + g cos(%)] =

— ¢ /10 [cos(%) — % sin(%)].

All’istante t = 27 risulta pertanto

P27m)—0 = —5e ™ ¢ P@r) = —e /5 ¢

Esercizio 3

Data una terna cartesiana ortogonale destra Oé;ésés di E3 si considera il sistema S dei
vettori U1 = —é1+éx—é3 e Uy = 261 —3é2 —é3, applicati nei punti P;(2,3,3) e Po(—1,—1,1)
rispettivamente. Si chiede di:

(a) verificare che ’asse centrale di S esiste e giace nel piano di equazione x—y/2+2z+7/3 =
0;

(b) calcolare il momento di S rispetto all’asse © = —3( + 1, y = 4(, z = 2, orientato
secondo le ( € R crescenti.

Soluzione
(a) Asse centrale e suo piano di giacitura
Il sistema di vettori applicati ha risultante non nullo

é = U1+ Uy = —€1 + 63— €3 +281 —363 — 3 = &1 — 263 — 2¢€3
per cui il relativo asse centrale risulta certamente definito. Il momento risultante in O del
sistema e dato da:

MO = (Pl—O)/\Ul—l—(PQ—O)/\172 =
= (2é1 +3é2+3é3)/\(—é1 +é2—é3)+(—é1 —é2+é3)A(2é1 —3é2—é3) =

~ ~ ~

€1 €2 €3 €1 €a €3
=12 3 3 |+]-1 -1 1| =
-1 1 -1 2 -3 -1
= —661 — €y + Hég +4é1 + é5 + Hég = —2és + 10é3
per cui si ha
él €2 ég
RAMp =11 —2 =2| = —20é1 — 6é5 — 4é3
-2 0 10
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ed essendo poi
IR|? = |61 — 269 —2¢3)> = 14+ (—2)* +(-2)* =9

I’equazione parametrica dell’asse centrale diventa

20 6 4
P—O:—5é1—§é2_§é3+a<é1_2é2_2é3) VaeR.

che, indicando separatamente le coordinate cartesiane z, y, z, equivale a

20 2 4
:c:—g—ka y:—§—2a z:—§—2a VaeR. (0.5)

Per verificare, come richiesto, che I’asse centrale giace nel piano di equazione
r—y/24+2+7/3=0 (0.6)

basta sostituire le equazioni parametriche (0.5) in (0.6):

<20+) 1<2 2)+<4 2)+7_0
g ") o3 9 “Y) T3 7

e constatare che quest’ultima e identicamente soddisfatta per ogni a € R:

20 1 4 7
R £ 1—2) - R.
-+ o 9+3+<+ a=0 VYae

(b) Momento assiale
Si sceglie un punto @) dell’asse fissando a piacere il valore del parametro, per esempio { = 0:

Q—0 = é1+ 2e3.
I punti di applicazione dei vettori ¥, U rispetto a ) diventano percio:

P —Q = 2¢é +3é2+3é3—(é1 +2é3) = €1 + 3é3 + €3

P,—Q = —él—é2+é3—(é1 +2é3) = —2¢&1 — €9 — €3

e consentono di calcolare il momento risultante in ) del sistema come

Mg = (PL—Q)AT +(Po— Q) AT =

€1 €2 e3 €1 €2 é3

=11 3 1|+|-2 -1 —1|=
-1 1 -1 2 -3 -1

= —4¢é1 +4é3 — 261 — 4ég + 83 = —6€1 — 4éo + 12¢é3 .
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D’altra parte, il versore associato all’asse x = —3( + 1, y = 4(, z = 2, orientato secondo le
¢ € R crescenti, vale

. —3é1 + 4é9 o —3é1 + 4é9 3
| —3é1 +4és| 5 5 5

n
per cui il momento assiale cercato risulta

Moy = Mg - = (—6é1—4é2+12é3)~<—gé1+gé2) -2 2 _Z

Esercizio 4
In una terna inerziale Oxyz, con asse verticale Oy diretto verso ’alto, un punto materiale
pesante P di massa m scorre senza attrito lungo la curva di equazione p(§) = £2é; +

(6%/3 —382/2+20)é2, E € R.
(a) Scrivere le equazioni pure del moto del sistema.

(b) Determinare i vettori posizione in Ozyz dei punti di equilibrio del sistema.

Soluzione

(a) Equazioni pure del moto

Il punto materiale P ha massa m ed e vincolato a scorrere senza attrito lungo la curva di
equazione parametrica

3
PO -0 =ee+(S-2ev2w)e, cer

che e chiaramente C'*° in R ed ivi ammette le derivate prima e seconda:
P& = 26é1+ (£ —36+2)éea P'(€) = 261 + (26— 3)és.

E evidente che la curva risulta regolare, in quanto P'(§) # 0 V¢ € R. Oltre che alla

reazione vincolare q3, ortogonale al vincolo, il punto P e soggetto unicamente al proprio
peso mg = —mg éo, per cui il postulato delle reazioni vincolari porge

mP = —mgé2+q3

e una proiezione lungo la direzione tangente conduce all’equazione pura del moto richiesta:

mP - P'(&) = —mgéy - P'(€). (0.7)
Osservato che d
P = —[P(€)€ = P'€E+ P98,

I'equazione (0.7) assume la forma equivalente
m|P'(€)]*€ +mP" (&) - P'(€)6* = —mgéy - P'(€)
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nella quale risulta

[P/ = |2661 + (€2 — 36 +2)éa]® = 482 + (€2 — 3¢ +2)°

P"(€) - P'(§) = 46+ (€2 =3¢ +2)(26 - 3)

mentre

é2-P'(€) = € -3¢ +2
per cui si ottiene
A€ + (€ =36 +2) 1€+ [+ (€ - 36 +2) (6 -3 = —g(€ -3¢ +2)  (08)
in cui il fattore comune m e stato omesso.
(b) Posizioni di equilibrio
Poiche il punto materiale e vincolato ad una curva fissa e liscia, le posizioni di equilibrio

sono individuate tutte e soltanto dalle soluzioni statiche £(t) = &, costante, dell’equazione
pura (0.8). Si ottiene cosi I’equazione di equilibrio

0 = —g(& — 3¢ +2)
ossia I’equazione di secondo grado
£ —-3%+2=0

che ammette le radici reali

_3+V0-8 _3+1

2.
2 2

€o

Rispetto alla terna Oxyz assegnata, le posizioni di equilibrio sono dunque individuate dai
vettori posizione

Esercizio 5
Una lamina quadrata OABC, di lato L, & posta nel piano Oxy di una terna Ozyz (vedi
figura). La sua densita ¢ espressa da

o(w.y) = Llw+y)  V(wy) €0, L)
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dove i > 0 € una costante con le dimensioni di una massa.

/ L

z

Determinare della lamina:

(a) la matrice d’inerzia in Ozyz e una terna principale d’inerzia in O;
(b) il momento d’inerzia rispetto all’asse OM, dove M & il punto medio del lato AB;

(¢) il momento d’inerzia del sistema rispetto alla retta AB.

Soluzione
(a) Matrice d’inerzia in Ozyz e terna principale d’inerzia in O
Matrice d’inerzia relativa a Oxyz
La lamina e ubicata nel piano coordinato Oxy della terna Oxyz, per cui la relativa matrice
d’inerzia deve assumere la forma generale
Loy Lay 0
[Lo] = Loy Ly, 0
0 0 Lgz+ Ly,
in cui figurano soltanto i momenti d’inerzia rispetto agli assi coordinati Oz, Oy e il prodotto
d’inerzia corrispondente alle coordinate x e y. Il momento d’inerzia rispetto a Ox si calcola
facilmente per integrazione diretta:
L

Ly, = /dw
0

3 4 LQLS L4
- £ dw(:cL——}—L—) = i<__+ L) — i,uLQ

Tee—

L L
1
dyy :c+y —ﬁ/dw/dy(:cyQ—FyS):
0 0

L3 3 4 L3\ 2 3 4 12
0
Lo stesso risultato si ottiene per il momento d’inerzia relativo all’asse Oy
L L L L
Ly, = [dz[dyz? = a (x+y) = [dy dwai(y—F:c) = Ly = EMLQ
v L3 L3 12
0 0 0 0
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scambiando le variabili di integrazione x,y e usando l'invarianza della densita o(z,y)
rispetto a tale trasformazione. Non rimane che determinare il prodotto d’inerzia residuo,
per il quale si ha

L L L L
1
Lyy = /dw/dywyL3m+y —ﬁ/dac/dy:cy—kwy)
0 0 0 0
r L? L3 L3 L?L3
M 2 M Loy
- fule L) - B (5 B8 <
L3/$$2+w3 E\3 2 T 23 3#
0
La matrice d’inerzia cercata risulta pertanto
5/12 —1/3 0
[Lo] = uLl* | -1/3 5/12 0 |. (0.9)

0 0 5/6

Terna principale d’inerzia in O
Si osservi che la retta z = 0, y = z, € un asse di simmetria della lamina, in quanto nei
punti simmetrici (z,y) € [0, L)% e (y,x) € [0, L]? la densita areale risulta la stessa:

0

%($+y) = ﬁ(ZJﬂLfﬂ) = o(y,z) V(x,y)€[0,L]*

O(SC, y) = I

Lo stesso asse costituisce percio un asse principale d’inerzia in O del sistema. Un ovvio
piano di simmetria e quello di giacitura Oxy, per cui Oz rappresenta un secondo asse
principale d’inerzia in O € Oxy del sistema. Il terzo asse principale d’inerzia deve risultare
passante per O e ortogonale ai precedenti, per cui ¢ immediato identificarlo con la retta di
equazione z = 0, y = —x. La terna principale d’inerzia in O é cosi completamente indi-
viduata facendo uso di pure considerazioni di simmetria. Allo stesso risultato si perviene
risolvendo il problema agli autovalori. Conviene eseguire il calcolo in forma adimensionale,
ignorando il comune fattore positivo pL? nella matrice (0.9) e considerando cosi ’equazione
caratteristica

5/12— A —1/3 0
det | —1/3 5/12—Xx 0 =0
0 0 5/6 — A

che si riesprime immediatamente nella forma

5 2% ., 5. 1
(G-t Y—grg) =0

ovvero

(G0t o

Ne seguono le radici

1
N L OTI :l<§ié):i§
216 V36 36] 26 6
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e A = 5/6, che costituiscono gli autovalori della matrice. I momenti principali d’inerzia in
O della lamina sono quindi dati da

1 3 )

Ay = —pl? Ay = Spl? Ay = ul?.
Tl 2= " 576"
Per A = 1/12 il problema agli autovalori diventa
5 1 1 1 1
— — — —= 0 - —— 0
12 12 3 & 3 3 &
1 5 1 0 ¢ _ 1 1 0 ¢ _ 0
3 12 12 o B BT )
0 0 5 1 £3 0o o 3 €3
6 12 4
e porge il sistema di equazioni algebriche lineare ed omogeneo
(1
—51 - —52 =
_Z Z& =0
351 + 352
3
(1% =
equivalente alle due sole equazioni
§1 =&
& =0.
Una soluzione non banale ¢ data da & = 1, & = 1, &3 = 0, per cui un autovettore
ortonormale si scrive 1
171 61 + —

V2 vf'

e individua il relativo asse principale d’inerzia come la retta bisettrice del primo quadrante
nel piano coordinato Oxy.

Per A = 3/4 si ottiene il problema agli autovalori

5.3 1 -3 -3 0
12 4 3
R N I A T
3 12 4 o N 3 2
0 0 5 3 €3 1 €3
6 4 0 0 —
6 4 12
e porge il sistema di equazioni algebriche lineare ed omogeneo
(66 =0
3> 3%
1 1
L — & =0
351 32
1
=0
[ 12%
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equivalente alle due sole equazioni

& =&

& =0.
Una soluzione non banale ¢ data da & = 1, & = —1, &3 = 0, per cui un autovettore
ortonormale si scrive 1 1

—

Vg = —él — —ég

V2 V2
e individua il relativo asse principale d’inerzia come la retta bisettrice del secondo qua-
drante nel piano coordinato Oxy.

Per A = 5/6 si ha infine il problema agli autovalori

5.5 1 0 _5 Ly
12 16 5 35 & 12 3 &
3 g O El=|_1 _5 ,[[&]=0
5 5 €3 3 12 €3
0 0 5% 0 0 0

dal quale si deduce il sistema equivalente di equazioni lineari omogenee

Una soluzione non banale risulta
& =0 & =0 & =1

e corrisponde all’autovettore
U3 = é3

che individua 'asse Oz come terzo asse principale d’inerzia in O.

(b) Momento d’inerzia rispetto all’asse OM
Il punto medio M del segmento AB e individuato dal vettore posizione

L
M—O:A—O+M—A:Lé1—i—§é2

cul si associa il versore direttore

. L,
- M-0 lLatgée o 2 1
n:|M—O|: 7 =ﬁ<61+§€2)_—561+—562
L1+ 7
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Il momento d’inerzia relativo all’asse OM = On diventa pertanto

5 1 5/12 —1/3 0 2/\/5
Ion = (— = O)MLQ ~1/3 5/12 0 1/V5 | =
V5 VB 0 0 5/6 0
. 5/12 —1/3 0 2
= 5ML2(2 10)| -1/3 5/12 0 1] =
0 0 5/6/) \0
2
1 5 1 2 5 1 2 5 3
= (25 =S 0) | 1) = el (1= 54 ) = ol
73 T3t ¢ . 5! 37 12) T 20"

(¢) Momento d’inerzia rispetto all’asse AB

Per calcolare il momento d’inerzia rispetto all’asse AB conviene ricorrere al teorema di
Huygens-Steiner. A questo scopo occorre determinare, in primo luogo, la massa della
lamina

L L L
_ % B i L*\  pL? L2
m—/dw/dyﬁ(:c—ky)—/dwﬁ<wL+7)_L3<2L+7L) I
0 0 0
Il baricentro del sistema deve invece determinarsi nella forma
G-0 = .CCGél +.§CGé2

perche la retta y = x, z = 0, € un asse di simmetria della superficie materiale, con

Ty, = — /:ca:cydwdy /d:lc/dyx (x+y) /dw/dy:c + zy)
m — 73

[0,L]?
L

LQ)_ 1 <L3L L2L2) T
12

1

- d<2L il il

3] T B\t 5
0

Di conseguenza, il vettore posizione del baricentro diventa

7 7
= —Lé Le
G—-0 = 9 61+12 €9 .

Il momento d’inerzia del sistema rispetto all’asse parallelo a Oy e passante per il baricentro
G si ottiene applicando il teorema di Huygens-Steiner

5 49 11
_ 2 a2 2 2 _ 2
Igy = loy mr,, = Ly, pry, = 12,uL ,u144L = 144@[)

Lo stesso teorema permette poi di ricavare il momento d’inerzia relativo all’asse AB,
parallelo a Oy ma non baricentrale,

11 25 1
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