Scritto di meccanica razionale 1 del 16.06.2003

Esercizio 1
Nel piano Oxy della terna cartesiana Oxyz si considera la lamina omogenea I, di densita
p/L?, individuata da:

D = {(z,y,%) €cR® : 0<z<L, 0<y<2?/L, z= 0}

con L costante positiva fissata.

Determinare:
(a) la massa della lamina;
) la posizione del baricentro della lamina, rispetto alla terna assegnata;
¢) la matrice d’inerzia della lamina rispetto alla terna Oxyz;
)

il momento d’inerzia della lamina rispetto all’asse passante per l'origine e per il punto
A(L, L,0);

(e) la velocita angolare istantea da imprimere alla lamina, mantenendo fisso il punto O,
in modo che il momento angolare in O valga (0,0, —2uL’w).



Esercizio 2

Nel piano verticale Oxy di una terna cartesiana Oxyz si considera un disco omogeneo di
centro C, raggio r e massa m, il cui bordo passa per l'origine O. Il disco & pesante e
vincolato a ruotare attorno all’asse Oz, con una molla di costante elastica k che congiunge
C alla sua proiezione ortogonale A sull’asse Ozx. La terna Oxyz ruota inoltre attorno
all’asse verticale Oy con velocita angolare costante w.

O

I vincoli sono ideali e la configurazione del sistema viene descritta per mezzo dell’angolo 6
illustrato in figura. Un ostacolo impone la limitazione —27/3 < 6 < 27/3. Determinare,
rispetto alla terna Oxyz:

(a) le configurazioni di equilibrio ordinarie e di confine, se definite;

(b) le proprieta di stabilita degli equilibri ordinari;

)
(¢) DPenergia cinetica del sistema;
(d) le equazioni di Lagrange;
(e) un integrale primo del sistema.



Soluzione dell’esercizio 1

(a) Massa della lamina

La massa m della lamina si ottiene integrando sul dominio I la densita costante /L2
Posto per brevitd f(z) = 2?/L, si puo scrivere pertanto:

L f(x) L L2 L3
_ s Y D R i
m—/alac/alyL2 LQ/f(:c)d:zc LQ/Ld:c 72 [3[1] 3"
0o 0 0 0

(b) Baricentro della lamina
Si indichi con:
G—0 = xgé1 +ygés + zgés

il vettore posizione del baricentro G rispetto alla terna Oxyz. Poiché la lamina giace nel
piano coordinato Ozy, si ha che G deve appartenere allo stesso piano di simmetria, per
cui:

ZG = 0.

Quanto all’ascissa x¢, questa per definizione deve soddisfare I’equazione:

L f(x) L L L

3
7 7 7 po[x pL
mwG:/d:c/dyﬁw:/d:cﬂw)LQw: LQ/wf@)d:”: LQ/de: 4

0 0 0 0 0

in modo che risulta:

Una espressione analoga vale per 'ordinata yq:
p g p Y

L f(z) L1 L, :
7 7 K 7
myo = [dr [dyfoy = f5 [ @rde = oy [Tode = 57
0 0 0 0

che risulta percio:
lpl 3pL 3.
m 10  p 10 107

La posizione del baricentro rispetto alla terna Oxyz & quindi individuata da:

Yo =

3 3
G—0 =-Léey+ —Lés.
e + 0~ e
(c) Matrice d’inerzia
La lamina D e collocata nel piano coordinato Oxy, che quindi costituisce un ovvio piano
di simmetria e si identifica con un piano principale d’inerzia per 'operatore d’inerzia del
sistema rispetto ad ogni suo punto. Si ha in effetti:

Ly, =Ly, =0
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ed inoltre:
Lzz - Lacac + Lyy

per cui la matrice d’inerzia e univocamente determinata una volta che siano stati calcolati
i momenti Ly, Ly, e il prodotto d’inerzia L,,. Il momento d’inerzia rispetto all’asse Ox
si ricava applicando la definizione:

L f(=) . ) L . ) L p L:c6 L2
Ly = /dw/dyﬁyQ = ﬁ/dacgf(:c)g = 3?/f(:c)g’alac = 372 ﬁdw = 57
0 0 0 0 0
in modo analogo al momento d’inerzia rispetto ad Oy:
L f(z) ) ) L p Lw4 L2
L,, = /d:zc/dyﬁ:cQ = ﬁ/wa(:c)dw = ﬁ/fdw = ==
0 0 0 0
mentre per il prodotto d’inerzia L, si ha:
L f(z) ) ) L p L:C5 L2
L, = —/d:zc/dyﬁ:cy = —ﬁ/f(:c)%cd:c = —ﬁ/ﬁdw =15

0 0 0 0

Il momento d’inerzia rispetto all’asse Oz risulta pertanto:

1 1 26
Lzz - Lx$+Lyy = <ﬁ +5),UL2 = ﬁ,uLQ

e la matrice d’inerzia relativa alla terna Ozyz si scrive:

/21 —1/12 0
[L] = puLl? | —1/12  1/5 0
0 0  26/105

(d) Momento d’inerzia rispetto all’asse OA
La retta OA passa per l'origine della terna di riferimento Oxyz. Il momento d’inerzia
relativo a tale asse puo allora esprimersi per mezzo della relazione matriciale:

ni
[OA = (n1 no ng)[L] no
ns

in termini della matrice d’inerzia [L] e delle componenti n1,n2,ns del versore n associato
alla retta. Nella fattispecie:

. €1 + €2 1

1
n = — — = — &1+ —¢
&1 +é] V2 V20
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e conseguentemente:

/21 —1/12 0 1/v2
Ioa = (1/vV2 1/vV2 0)uLl? | —1/12  1/5 0 1/V2 | =

0 0 26/105 0
1/21 - 1/12 )
1 pl2,1 1 1 1 17
— w2110 | —1/12+1/5 :—(————— —) LI
pL75(110) / o+ / 2 \21 12 12 5 120"

(e) Velocita angolare istantanea
Se & = wié1 + waéas + wzés e la velocita angolare istantanea della lamina, il momento
angolare in O ha componenti:

w1 /21 —1/12 0 w1
L] | we | = uL? | —1/12  1/5 0 W
w3 0 0  26/105/) \ws

e quindi il vettore velocita angolare istantanea per il quale il momento angolare in O vale
—2uL2wés ¢ individuato dall’equazione:

/21 —1/12 0 w1 0
pLl? | —1/12  1/5 0 we | = 0
0 0  26/105 w3 —2ul?w

la quale fornisce wy = ws = 0 e:

26

——plPws = —2ul?
105+ 3 plw
ossia: 105 105
= P (Loultw) = —— 2.
w8 = o5z (7L 13"

La velocita angolare richiesta e pertanto:

Soluzione dell’esercizio 2

(a) Equilibri ordinari e di confine

Il sistema e scleronomo e soggetto esclusivamente a sollecitazioni posizionali e conservative;
le sue configurazioni sono individuate dai valori § € [—27/3,27/3] dell’angolo di rotazione,
per cui il sistema deve intendersi a vincoli unilaterali. Gli equilibri ordinari si identificano
tutti e soltanto con i punti critici del potenziale totale U, mentre i soli candidati al ruolo
di equilibri di confine sono le due configurazioni corrispondenti a § = —27/3 e § = 27/3.
Causa il moto di rotazione attorno all’asse verticale Oy, la terna Oxyz € non inerziale e sede
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di sollecitazioni d’inerzia. Le forze di Coriolis dipendono dalla velocita, ma sono dirette
ortogonalmente al piano vincolare Oxy, sicché la loro componente lagrangiana si mantiene
costantemente nulla ed ¢ del tutto ininfluente sul moto. Alle sollecitazioni centrifughe
agenti sul disco si accompagna il potenziale:

w2
Usg = 7mr28in29.

Il potenziale delle forze peso € invece dato da:
Ug = —mg(C —O) - éa = —mg(—rcosf) = mgrcosb,
mentre per il potenziale dell’interazione elastica fra i punti C' ed A si ha I'espressione:

k k kr?
Uy = _§|C—A|2 = —57”2(30829 = %sinQG—kcostante.

Il potenziale del sistema si scrive pertanto, omesse le costanti additive:

2 2

U = %mrQSmQG + mgrcos 6 + %sinQG =

2
= mwT—HcTQSiHQG + mgrcos 6 Vo e [-2m/3,2m/3].

La componente lagrangiana delle sollecitazioni attive e la derivata del potenziale:
Qo = (mw? + k)r?sinf cosf — mgrsinf Vo e [-2m/3,2m/3].

Gli equilibri ordinari del sistema sono i punti critici del potenziale, ovvero gli zeri della
componente Qp:
(mw? + k)r? sinf cos § — mgrsinf = 0

e quindi le soluzioni dell’equazione trigonometrica:
[(mw? + k)r? cos § — mgr] sinf = 0

che possono ottenersi per:
sinf = 0

oppure per:
(mw? 4 k)r? cos — mgr = 0.

Dalla prima equazione si hanno, sempre definite, le configurazioni di equilibrio:
0 =0, m,

mentre la seconda porge gli ulteriori equilibri:

f = +6* , con 0* = 6* = aI‘CCOS[ﬁ] S (0,71'/2),
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definiti e distinti dagli equilibri precedenti se e soltanto se

mg

—_— 1.
(mw? + k)r <

La presenza di equilibri in corrispondenza delle configurazioni di confine deve essere accer-
tata mediante il teorema dei lavori virtuali.

Configurazione 0 = —27/3
La condizione di equilibrio & data dal teorema dei lavori virtuali:

Qo(—27/3)90 <0 Vo0 >0

e si riduce alla disequazione:
Qo(—27/3) <0

che si scrive esplicitamente come:

(mw? 4 k)r? <—£) <—1) — mgr(—?) <0

ossia:

3 3
%(mu}2 + k)r? + gmgr <0,
condizione ovviamente non verificata. La configurazione non ¢ un equilibrio di confine.

Configurazione 0 = 27/3
Il teorema dei lavori virtuali assume in questo caso la forma:

Qo(2m/3)60 <0 V&I <0
e conduce alla disequazione caratteristica:

Qo(2m/3) >0

vale a dire:

1
(mw? + k)r? <?) <——) - mgr(?) >0.
La condizione non ¢ mai verificata:

3 3
—%(mw2 + k)r2 - gmgr >0

per cui nemmeno questa configurazione di confine costituisce un equilibrio.

(b) Stabilita degli equilibri ordinari
Si calcola preliminarmente la derivata seconda del potenziale:

U"(0) = (mw? + k)r*(cos?d — sin*) — mgr cos 6

7



per procedere all’analisi di stabilita delle singole configurazioni di equilibrio ordinarie.

Configurazione 6 = 0
Per questa configurazione la derivata seconda del potenziale ¢ data dall’espressione:

U"(0) = (mw? + k)r* — mgr
e si devono quindi esaminare tre casi distinti:

se mg/(mw?+k)r > 1si hache U”(0) < 0 per cui la configurazione ¢ un massimo relativo
proprio del potenziale, la cui stabilita e assicurata dal teorema di Lagrange-Dirichlet;

per mg/(mw? + k)r < 1 la derivata seconda del potenziale & positiva e dal teorema di
inversione parziale di Lagrange-Dirichlet segue I'instabilita della configurazione;

se mg/(mw? + k)r = 1, risulta U”(0) = 0 e ricorre un caso critico. Si rende necessaria
una ulteriore analisi del potenziale del sistema:

1
U = (mw2 + k)r2 isin20 + cos 0] =

= (mw® + k)r? 281112(%) COSQ(%) + cosQ<g) - sin2<g)} —

— (mw2 + k)r2 28iﬂ2<g) - 25in4<g) +1— 2sin2<g)} —

[ 0
— (mw2 + k)?“Q 1— 281114(5)}
per il quale il punto # = 0 rappresenta chiaramente un massimo relativo proprio,
stabile per il teorema di Lagrange-Dirichlet.

Configurazione 0 = 7
La configurazione e caratterizzata dal segno positivo della derivata seconda del potenziale:

U'(r) = (mw? +k)r* + mgr > 0

ed e quindi instabile per il teorema di inversione parziale di Lagrange-Dirichlet.

Configurazioni 6 = +6*
Le configurazioni hanno le stesse proprieta di stabilita in quanto condividono la stessa
espressione della derivata seconda:

U (+60*) = (mw? + k)r?(cos®0* — sin®0*) — mgr cos 0* =
mg

= (mw? + k)r? |cos?0* — sin0* — e + ) cos0* | = —(mw? + k)r’sin*¢*
mw T

che risulta di segno negativo. Le configurazioni §# = +6*, quando definite, rappresentano
dei massimi relativi propri del potenziale e sono percio stabili per Lagrange-Dirichlet.
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(c) Energia cinetica

Il disco ruota attorno all’asse fisso Oz con velocita angolare 6 é3 e momento d’inerzia:

mr? 3 5
2

Ios = mr? + Icy :mr2+7 = —mr-.

L’energia cinetica relativa alla terna Oxyz si trova essere percio:

1 -
T = —[ox|963|2 =

3 ) )
5 §mr292 = “mr?o*.

1
2

(d) Equazioni di Lagrange
La lagrangiana del sistema si scrive:

) 2
£=T+U = ngQGQ + mw2+kr28in29+mgrcose
per cui:
a_g. = §mr20 i(@_ﬁ) = §mr2é
00 2 dt \ 90 2
0L

8 = (mw2 + k')r2 sinf cos  — mgrsin 6

e le equazioni di Lagrange:
i(a_ﬁ) _9E
dt \ 9o 00
diventano:
3 "

§mr29 — (mw? + k)r?sinf cos @ + mgrsind = 0.

Nell’ipotesi di vincoli ideali questa e 1’equazione pura del moto del sistema.

(e) Integrale primo
Il sistema e posizionale e conservativo, a vincoli indipendenti dal tempo, e quindi un
integrale primo e quello dell’energia meccanica:

. 24k
H=T-U = Zmr292 — u7“28ir129 — mgrcosf.



