Scritto di meccanica razionale 2 del 03.09.2008

Esercizio 1

Nel piano Ozxy di una terna Ozyz un telaio rettangolare omogeneo di massa m e lati a e
2a ruota attorno al punto medio O del lato maggiore AB. Una molla ideale di costante
elastica k = mg/ V3 a collega il punto medio M del lato opposto ad un punto P, di massa
m, libero di scorrere senza attrito lungo lo stesso lato (vedi figura). Oltre al peso, sono
presenti reazioni vincolari in O, sul telaio, e in P, fra telaio e punto materiale.
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Usando le coordinate generalizzate (s,9) € (—1,1) x R in figura, determinare:

(a) le equazioni cardinali statiche necessarie e sufficienti per I'equilibrio;
(b) gli equilibri ordinari del sistema;

(¢) le reazioni vincolari in O e P per tutti gli stati di quiete nelle configurazioni ordinarie.

Esercizio 2
Una trave rettilinea OA, sottile, pesante e di lunghezza L, ha l'estremo O incastrato
nell’origine di una terna cartesiana Oxyz e 'estremo A libero. Posta nel piano Ozy,
forma un angolo di 45° con il semiasse verticale negativo Oy. La sua densita si scrive
A(P) = p|P — O]/L?, essendo p una massa costante. Una molla ideale di costante elastica
pg/L collega il punto medio C' di OA con il punto B(L,0,0). Determinare, in funzione
della variabile s = |P — O|: y

(a) gli sforzi lungo la trave; O \\@B(L, 0,0)
(b) i momenti lungo la trave; g
(¢) lo sforzo normale e il momento |4° }
torcente lungo la trave. a C .
g
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Esercizio 3

Nel piano Oxy di una terna Oxyz un’asta rettilinea omogenea ON, di massa m e lunghezza
a, si muove con punto fisso O. L’estremo N ¢ incernierato al punto medio del lato AB di
una piastra quadrata omogenea ABC D, di massa m e lato a, anch’essa vincolata al piano
Ozxy. 1l sistema & pesante e nel punto N agisce una resistenza viscosa di costante 3. Sulla
piastra e infine applicato un sistema di forze con risultante R=— Ba(cos @ é1 + sin  é2)P

e momento risultante My = Ba2[—2¢ + cos(¥ + ¢)J]és in N.
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Assunti i vincoli ideali, si usino le coordinate generalizzate ¢, € R in figura per deter-
minare:

(a) le componenti lagrangiane delle sollecitazioni attive;
(b) gli equilibri del sistema e le loro proprieta di stabilita;

(¢) le equazioni pure del moto del sistema.

Esercizio 4
Un sistema scleronomo a vincoli ideali posizionale e conservativo € descritto dalle coordi-
nate generalizzate (£,9) € R? e governato dalla lagrangiana,

. . 2
£ = %ma2 [52 + <Z —|—2$in219>192} + kaQ(—% + &sind — 2c08219+6(:0819> ,

dove m, a e k sono rispettivamente una massa, una lunghezza ed una costante elastica
caratteristiche. Determinare:

(a) le equazioni delle piccole oscillazioni intorno alla configurazione (§,9) = (0,0), dopo
aver verificato che questa € un equilibrio stabile;
(b) le relative frequenze normali;

(¢) Vespressione dei modi normali delle piccole oscillazioni, nonche quella delle coordinate
normali in funzione di & e 9.



Soluzione dell’esercizio 1

(a) Equazioni cardinali statiche

Condizione necessaria e sufficiente afficheé una configurazione del sistema sia di equilibrio
& che in quella configurazione siano soddisfatte le equazioni cardinali statiche per il telaio
e per il punto materiale P.

Forze agenti sul telaio
11 telaio e soggetto alle forze attive e reattive di seguito elencate:

il sistema delle forze peso che equivale al peso totale mg = —mgés applicato nel
baricentro C' del telaio, il punto medio del segmento OM;

una forza elastica k(P — M) applicata nel punto M ed esprimibile esplicitamente nella
forma:
k(P — M) = kascos¥é; + kassinv é; ;

una reazione vincolare ®o agente in O. Nessuna restrizione & posta sulla forma della
reazione, ma visto che tutte le forze attive agiscono nel piano Ozy € lecito assumerne
nulla la componente lungo és:

q)O = q)Ox é1 + (I)Oy é27

con componenti reali ®o, e ®p, arbitrarie;

una reazione vincolare —® p applicata sul telaio in P e dovuta all’interazione (interna
al sistema) fra il telaio e P. Anche per questa reazione si pud assumere nulla la
componente lungo és. Vige tuttavia I'ulteriore condizione dell’assenza di attrito, che
impone 'ortogonalita di —3p rispetto al lato del telaio lungo il quale scorre P. Si ha
cosi ’espressione generale

—(Ep = —@p(—sinﬁél —l—COS’l9é2) = Opsin?é; — Ppcosdés,

dove —sin¥ é; +coséx = (O—M)/|O— M| e ® p puo assumere qualsiasi valore reale.

Prima equazione cardinale statica per il telaio
La prima equazione cardinale della statica richiede che sia nulla la somma di tutte le forze,
attive e di reazione vincolare, agenti sul telaio:

—mg és + kascosvé, + kassint ég + P, €1 —I—(I)Oy s +Ppsinté; — Ppcosttés =0

e porge pertanto le due equazioni scalari indipendenti:

kascost + Po, + Ppsing = 0
—mg + kassint + ®o, — ®pcosv = 0.



Seconda equazione cardinale statica per il telaio

Conviene determinare la seconda equazione cardinale statica per il telaio rispetto al punto
O, in modo da eliminare il contributo della reazione 50 e le relative due componenti
incognite:

(O —O0)ABo +(C —O0) A (~mgés) + (M —O) ANk(P — M)+ (P —O) A (~=Pp) = 0.
I vettori posizione dei punti di applicazione sono:

C—-0 = g(sinﬁél — cos v éz)
M — O = a(sindé; — cosés)
P—-M

asin¥é; —acostés + ascostéy + assind ég =

= a(sind + scos ) é1 + a(— cos ¥ + ssin)) é;

e sostituendo le espressioni esplicite dei vettori posizione e delle forze nell’equazione car-
dinale si ottiene

g(sinﬁél —costéz) A (—mgéz) + a(sinv é; — cosv éz) A kas(cos ¥ é; + sind éz)+

+a[(sin? + scos¥) é; + (—cos ¥ + ssindd) é3] A Pp(sind é; — cosIéz) = 0.
Il calcolo dei prodotti vettoriali conduce allora a
1 P 2 (i 2 2.9\ 5
— Emgasmﬁeg + ka“s(sin“y + cos“d) és+
+ a®p[(sind + scos¥)(—cos ) — (—cos + ssind)sind] é5 = 0

e quindi all’'unica equazione scalare
1 ) 9
—Emgasmﬁ + ka*s —a®Pps = 0
nella quale e senz’altro utile semplificare il comune fattore a:

1
—§mgsin19+kas—¢>ps =0. (.2)

Forze agenti sul punto materiale P
Il punto P & soggetto:

— alla forza peso —mg és;

— alla forza elastica k(M — P), ossia
k(M — P) = —kascosvé; — kassinv éy;
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— alla reazione vincolare ® p, dovuta all’azione del telaio sul punto materiale (e quindi
opposta alla reazione —&p considerata in precedenza, conformemente al principio di
azione e reazione):

(513 = —®psindé; + Ppcosdés.

Prima equazione cardinale della statica per il punto P
La prima equazione cardinale della statica per il punto P prescrive semplicemente che sia
nulla la somma delle forze applicate al punto:

—mg és — kascos9 €1 — kassinvéy — Ppsinté; + Ppcos¥és = 0
e che debba quindi essere soddisfatto il sistema di due equazioni indipendenti

{—kascosz?— Ppsint? =0

—mg — kassind + ®pcosty = 0. (:3)

Seconda equazione cardinale della statica per il punto P

La seconda equazione cardinale della statica ¢ identicamente soddisfatta in virtu della
prima, per via del fatto che tutte le sollecitazioni agiscono nello stesso punto. L’equazione
scritta rispetto al polo O risulta infatti

(P—O)A(—mgés)+ (P —=O0)ANk(M —P)+(P—0)A®p = 0
ed equivale all’identita
(P—O)A[-mgés + k(M —P)+®p] = (P-0)A0 = 0.

Da questa equazione cardinale non seguono percio equazioni scalari utili per la determi-
nazione degli equilibri.

Fquazioni di equilibrio
La condizione necessaria e sufficiente per il sussistere dell’equilibrio ordinario in una con-
figurazione (s,1) € espressa dalle equazioni (.1), (.2) e (.3):

(

kascos?V + ®o, + Ppsind = 0

—mg + kassind + ®oy — Ppcost = 0
—%mgsinﬁ—i—kas—@ps =0 (.4)
—kascost) —Ppsintd = 0

—mg — kassint + ®p cos? = 0,
\
che devono ammettere almeno una soluzione reale (o una soltanto nel caso ’equilibrio sia
staticamente determinato) rispetto alle componenti incognite di reazione vincolare ®¢,,
(I)Oy ed P.



(b) Equilibri ordinari

Per determinare gli equilibri ordinari del sistema occorre eliminare dalle equazioni (.4)
tutti i termini di reazione vincolare ®p,, ®0, ¢ ®p, in modo da ottenere un sistema di
due equazioni pure di equilibrio nelle due variabili lagrangiane (s,9). A questo scopo, si
scrive il sistema nella forma equivalente

bp, = —kascost — Ppsind (.ba)
®p, = mg — kassind + ®p cos? (.5b)
dps = —%mgsinﬁ%—kas (.5e)
®psint + kascost = 0 (.5d)
®pcost) —mg — kassind = 0. (.5e)

FEquazioni pure di equilibrio
Sommando membro a membro 'equazione (.5d) moltiplicata per sin? e I’equazione (.5e)
moltiplicata per cos 1, si ottiene

® psin? + kassind cos 9 + D pcos?) — mgcost — kassindcos?d = 0

e quindi 'espressione di ®p
®p = mgcos?, (.6)

che sostituita in (.5¢) porge 1’equazione pura di equilibrio:
1 .
smgcost = —§mgsm19—l—k:as. (.7)

In modo analogo, se si moltiplicano le equazioni (.5d) e (.5e) rispettivamente per cos? e
sin ¥ e si sottraggono membro a membro le equazioni cosi ottenute si perviene alla relazione

® p sind cos 9 + kas cos?d — @ p sin 9 cos ¥V + mgsind + kassin?9d = 0

ossia
kas + mgsind = 0

che consente di esprimere il valore di equilibrio della variabile s in funzione del corrispon-
dente valore di equilibrio dell’angolo ¥:

mg .
s = ——=sin?. .8
a (-8)
Le equazioni pure di equilibrio sono pertanto:
m
s = _k:—g sin ¥
¢ (-9)

1
mgscos + émgsinﬁ— kas = 0.



Configurazioni di equilibrio ordinarie
Sostituendo la prima delle equazioni (.9) nella seconda si ricava 1’equazione di equilibrio
nella sola variabile angolare:

1
—mg %Sinﬁcosﬁ + §mgsin19 +mgsind = 0
a
vale a dire 3
—mgsind — mgsinﬁw costy = 0
2 ka
e quindi

sin v (%k_a —cosz?) = 0.

mg

Ricordando che k = mg/ V3 a, quest’ultima equazione si riduce a
3
sin ¢ <£ — 00519) =0
2
e porge le ovvie soluzioni:

9 =0, 9 =x v =7/6 |, ¥ = —7/6,

definite a meno di multipli interi di 27, fisicamente irrilevanti. L’equazione (.8) conduce
infine agli equilibri ordinari cercati:

(3779) = (070) ) (8719) = (077T) ) (‘9719) = (_\/5/2771-/6) ) (8719) = (\/5/27 _7T/6)

— da notare che tutti gli equilibri sono definiti, in quanto le componenti s risultano
comunque ricomprese entro U'intervallo (—1,1). Gli equilibri sono rappresentati nella figura
seguente:

Y, y
4} 0,
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C
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(c) Reazioni vincolari per tutti gli stati di quiete

Per un qualsiasi stato di quiete in una configurazione di equilibrio ordinaria le reazioni
vincolari sono determinate dalle equazioni cardinali della statica (.5). Piu precisamente,
sostituendo la (.6) nelle prime due equazioni (.5) si ottengono le relazioni

o, = —kascos? — mgsindcos

®p, = mg — kassinv + mg cos>V

che equivalgono a
Po, = —ka cosﬁ(s + g sinﬁ)
ka
®o, = mg — kassinv + myg cos>V
ed in virtu della (.8) si riducono a:

®o, = —kacos¥ -0 =0
®p, = mg +mg sin?® 4+ mg cos*9 = 2myg.

Queste relazioni, unitamente a ® p = mg cos ¥, porgono pertanto:

Do = 2mgeés

Op = Op(—sindéy +coséz) = mgcos(—sindé; + cosdéz).

Si possono cosi passare in rassegna le quattro configurazioni di equilibrio determinate in
precedenza:

— quiete in (s,9) = (0,0)
— quiete in (s,9) = (0, )

— quiete in (s,9) = (—V/3/2,7/6)
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Si osservi che ®o costituisce 'unica reazione vincolare esterna al sistema, mentre il peso
totale —2mg é, rappresenta 'unica forza attiva esterna. Non meraviglia pertanto che, in
un qualsiasi stato di quiete, debba aversi ®o = 2mgés.

Soluzione dell’esercizio 2
In termini dell’ascissa curvilinea s = |P — O] la trave si parametrizza nella forma
P(s) — O = scos(m/4)é; — ssin(mw/4) éa = ér, sel0,L],

é1 —

Sl
Sl

e la sua densita lineare & data da

i

ﬁs, 56[07_[/]

A(s) = +5|P(s) = O] =

Le sollecitazioni distribuite sono rappresentate dalle sole forze peso, che sulla porzione in-
finitesima di trave compresa fra i punti P(s) e P(s+ds), di massa A(s) ds, hanno risultante

A(s)ds(—gé2) = —gA(s)éads = —%Ség ds, sel0,L],

e sono percio descritte per mezzo della densita di forza per unita di lunghezza — o forza
unitaria —

fls) = —%Ség, sel0,L]. (.10)

Nel punto medio C' della trave ¢ applicata una forza concentrata di natura elastica

F=kB-0) = %(B—C)

dove I I
C—-0=PL/2)-0=—F—6——=¢
(L/2) N AN
e
B—-0 = Lé,,
per cui

L L 1 L
B-C=Lé—_ e+ =L(1- )+ ¢
e di conseguenza
_ 1 1
F=pg(1--2)er+ng-—=és. 11
(1= 55) @1t g5 e (-11)
(a) Campo degli sforzi
Nello stato di quiete, la continuita della densita di forza (.10) e la presenza della sola forza
concentrata F' nel punto C' di ascissa curvilinea s = L/2 autorizzano ad affermare che il
campo degli sforzi R(s) deve risolvere ’equazione differenziale
AR -
—(s) = —fs) = %séz Vsel0,L]\ {L/2} (.12)



e la condizione di raccordo in s = L/2
—R(L/2-0)+F+ R(L/2+0) =0 (.13)
in cui si sono introdotte le usuali notazioni per il limite sinistro e destro dello sforzo

R(L/2-0) = lim R R(L/2+40) = lim R(s).
(L/2-0) = lim FR(s) e (L/2+0) = lim = F(s)

L’essere A estremo libero implica peraltro I’ovvia condizione al contorno
R(L) =0, (.14)

che suggerisce di integrare la (.12) fra L ed s € (L/2, L], assumendo s = L come dato
iniziale del problema di Cauchy:

2 S
5 ng [s%7° 11g >
R(s) /—se ds = Tz [E]Lez = 2L2( —L%)éy Vse (L/2,1]
e ottenendo cosi .
R(s) = 2’292( —L%)é, Vse(L/2,1]. (.15)

La relazione cosi determinata permette di ricavare il limite destro dello sforzo in s = L/2:

2
o . 5 g ;o 2 A Ky (L 2>A 3 .
(L/2+0) = Hm R(s) = lm o7s(s Jer = 912\ 3 2 ghg e

e attraverso la condizione di raccordo (.13) anche il corrispondente limite sinistro:

) L 1y 1 3
R(L/2—0) = F+ R(L/2+0) = ug(l— ﬁ> Lt g e = Cg s =

1 1 3
o= Yerea( L e,
M9< 92 1T Mg 92 8 2
Non rimane che integrare la (.12) fra L/2 ed s € [0, L/2), deducendo la relazione

- 9 L2
R(s) — R(L/2 —0) / —58éads = ﬁ( - I)eg Vsel0,L/2)
L/2

e pertanto

fits) = R(L/2—0)+ L2 (2 = D)o, =

:Ng(l 2\/7) 1+M9(F—g>é2+%<s2—%2)ézz
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:,ug(l ) 1+M9< ! 3+i—1>é2=
22 2v/2 8 L? 8
1
2

= ug(l 2\[) 1+ug(2f

s
n )ég Vs el0,L/2).
In conclusione, il campo degli sforzi lungo la trave ¢ descritto dalla funzione polinomiale a
tratti:

212

(1 L )ér+ (—1 L, Jér se€l0,L/2)
~ Hrg{i— €1+ ug -z €2 S ,

S o
n9( o2 — ) 2 s € (L/2.1),

che presenta in s = L/2 una discontinuita finita.

(b) Campo dei momenti
Trattandosi di trave sottile non soggetta ad alcun momento concentrato, la seconda equa-
zione cardinale della statica scritta in forma differenziale si riduce a

dM dP - 1 . ) - 1 . . ~
I —(s) = —E(s) ANR(s) = ——=(é1 — é2) A R(s) = E(—el + é2) A R(s) (.17)

e deve essere verificata Vs € [0, L] \ {L/2} — lo stesso insieme su cui ¢ definito il secondo
membro dell’equazione differenziale. La doppia determinazione della (.16) costringe a
considerare due distinti casi.

Per s € [0, L/2) 'equazione (.17) diventa

W) = Lcavenn fus(i- 2x)a (s - L+ e -

2
: %M{—(ﬁ—&;ﬁ)—( sl o
1 1 1 s 1 sy,
- \fug< 2\/_ 2L2_ > 2M9<_§_m>63
mentre per s € (L/2, L] si ha

M e e <52—1>é a5 - S2)é (.19)
ds VG 1 2 ’quLQ 5 2—\/§,U92 572) €3 .

Si osservi inoltre che, data la mancanza di momenti concentrati, il momento M (s) ¢ una
funzione continua anche in s = L/2:

—M(L/2—0)+ M(L/2+0) =0

11



in modo che e senz’altro lecito porre
M(L/2) = M(L/2—0) = M(L/2+0). (.20)

L’ipotesi dell’estremo libero A = P(L) assicura che

—

M(L) =0

e induce ad integrare la (.19) fra L ed s € (L/2, L], per ottenere

- - 1 s s3 1%
M@—sz/ww o) éads = Jona|5 - o] -

OvVVvero 5
1 s S LN |

Si puo cosi calcolare il valore del momento in P(L/2) tramite la (.20):

7 v - s s3 L
M(L/2) = M(L/2+0) = lim M(s) = L (_____)A _
(L/2) = SH(L/240) = T W) =t (5 - o - )
1 <L L L)A 1 5 I
= — —— — == —— é
AT T T 3)% T T gt

M(s) — M(L/2) = /\[ug 3 2L2)é3ds=ﬁug

L2

1 ( s s +L+L>A 1 ( s s +13L)A
- RN\ ez Ty Tag) e T RN T e T st
e dunque
Ni(s) = 15 N 1 ( s s 13L>A _
° J248M9 BT BMINTY T e2 T ag )
1 ( 5 s 33+13L)A 1 (s 53 L)A
_ L s, s s 13N 1 s s Ly
Mg T e Tag)® T BN T 6 T 6/
1 s 53 1
_ ﬁug[/(—i o 6) Vs el0,L/2). (.22)
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Si conclude pertanto che il campo dei momenti lungo la trave sottile & descritto dalla

funzione polinomiale a tratti:

1 .
; ﬁ“gL( 6~ 3L g% €L/
M(s) =
3
1 1 S S )

ﬁugL(—3+2L—6L3 &5 selL)2,L).

(c) Sforzo normale e momento torcente
Sforzo normale

(.23)

Per definizione, lo sforzo normale ¢ la componente dello sforzo é(s) lungo il versore tangente

alla direttrice della trave:

o) = 520) = e —éa).

Ricordando ’espressione (.16), per s € [0, L/2) si ha percio

- 1y 1 1 1 231
) #0) = a1 - )L gl Ly YL
(s)-7(s) = ng NN ARAACN A R TE
g1 1+182>_1(31
Vol 22 2v2 2 2L2)
mentre per s € (L/2, L] risulta
- 1 21 1 1 2
R0 40 = (o= 3) = Syl 35)
(s) - 7(s) "\ar 2 N LACIETE
Compendiando le due determinazioni in un’unica funzione si ottiene cosi:

3 3 52

1
F(s) - 7(s) = ﬁ/W(g Tova ﬁ) s €1[0,L/2)
éug(é—%) se (L/2,L].

(.24)

Si ribadisce che per s = L/2 lo sforzo normale non & definito a causa della discontinuita di

é(s) — sono pero ovviamente definiti i limiti destro e sinistro nello stesso punto.

Momento torcente

Il momento torcente & la componente del momento M (s) lungo la tangente alla direttrice:

-

M(s)-7(s).

Dalle relazioni (.23) e (.24) appare evidente che i due vettori sono sempre ortogonali fra

loro, per cui il momento torcente risulta nullo lungo I'intero corpo della trave:

M(s)-7(s) = M(s) - —=(é1—é2) =0  Vsel0,L].

Sl
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Soluzione dell’esercizio 3
(a) Componenti lagrangiane delle sollecitazioni attive
Le sollecitazioni attive che agiscono sul sistema sono:

— il peso;
— la resistenza viscosa in N, con costante di frizione (3;

— il sistema di forze applicate alla piastra, con risultante R e momento risultante My
in IV noti. Quest’ultimo sistema verra indicato, per brevita, come sistema S.

Si tratta di ricavare le componenti generalizzate di ognuna di queste diverse sollecitazioni:
la somma delle componenti calcolate fornira le componenti generalizzate del sistema.

Componenti generalizzate delle forze peso

Quello delle forze peso € notoriamente un sistema posizionale conservativo, che puo rappre-
sentarsi mediante I’appropriato potenziale. Il potenziale gravitazionale consta della somma
di due contributi, I'uno relativo alla sbarra ON e I’altro associato alla piastra ABCD. 1l
baricentro della sbarra omogenea ON coincide con il punto medio di questa, per cui il
potenziale gravitazionale & dato dall’espressione

N -0
2

. asinvé; —acosVés 1
= —mgesy - 5 = imgCLCOS’ﬁ.

UgON = —mgeés -

Il baricentro G della piastra omogenea ABC D deve identificarsi invece con il centro geo-
metrico (e di simmetria) del quadrato ABC'D, ed il suo vettore posizione si scrive percio

M — N
G—-0=N-0+ :asinﬁél—acosﬁég—l—gsin(pél—gcosgoég =
2 , 2 1 2 (.25)
= a(sinﬁ + 3 singp)él — a(cosﬁ + 3 cosgp)ég
in modo che il potenziale gravitazionale assume la forma
1
U;BCD = —mgés- (G—0) = mga(cosﬂ—i— 3 cosgp) .
Per il potenziale gravitazionale del sistema si ha percio la formula:
ON ABCD 3 1
U, p) = U™ +Ug = mga(§ cos ) + §cos<p)
dalla quale si deducono le corrispondenti componenti generalizzate delle forze peso:
oU 3 oUu 1
% = —§mgasin19 % = —§mgasing0. (26)

Componenti generalizzate della resistenza viscosa in N
Le componenti generalizzate della resistenza viscosa — 3B applicata in B sono definite dalle

relazioni: 9B
CHNS B et ™o _ B .
9 B 99 Qy B

OB
dyp
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nelle quali risulta:

N —0O = a(sindé; — cos? éz)
ON ON

— = a(cos v é; —sint éy) — =0

9
. ON. ON. ON.
NNy 0N, 0N,

" T a,” "

per cui
2

v o_ 37N 3 22 T _ AN . () —
v 5‘80 J = —Ba2d Q= —BN-0=0. (.27)

Componenti generalizzate del sistema S

Il sistema S di forze ¢ applicato ad una lastra rigida che si muove nel piano coordinato
Ozxy, e dunque necessariamente di moto rigido piano. Il punto N rispetto al quale &
espresso il momento risultante di S costituisce un punto della piastra, ovvero dello spazio
a questa solidale. Infine, I’angolo ¢ rappresenta 1’angolo compreso fra una direzione fissa
nel riferimento assoluto (la verticale condotta da N verso il basso) e una direzione fissa sulla
piastra (quella del vettore M — N), per cui puo interpretarsi come angolo di rotazione della
piastra stessa. Poicheé in mancanza di diversa indicazione la terna Ozyz deve intendersi
ortogonale destra, ¢ facile convincersi che il versore é3 — ortogonale al piano del moto —
e I'angolo ¢ sono orientati I'uno rispetto all’altro conformemente alla regola della mano
destra. Ricorrono cosi i presupposti per calcolare le componenti generalizzate di S tramite
le formule:

N -
nga_.R_i_a(pA

9o, s ON op ..
09 09

Y _ON 5L 9P, 4
3 N Qcp 890 R+8¢€3 N

che essendo N — O = a(sinv) é; — cos v é2), e le variabili ¥, ¢ indipendenti, si riducono a:

Qg = a(cos v é; —|—Sin19é2)'ﬁ Qi :ég‘MN.
Per determinare le componenti richieste non resta che sostituire le espressioni di R =
—Ba(cospér +sinpés)p e My = Ba?[—2¢ + cos(? + )] é3, che forniscono:

Q5 = a(cos¥é; +sindéy) - (—fa)(cos g é1 +sinpéy)p =

= —Ba?(coscos ¢ + sin¥sin p)p = —pFa’ cos(V — @) (.28)
Qi = ﬁaQ[—ng + cos(V + g0)19] .
Componenti generalizzate delle sollecitazioni attive

Per ottenere le componenti generalizzate del sistema delle sollecitazioni attive si devono
utilizzare le relazioni (.26), (.27), (.28), sfruttando 1’additivita della definizione:

oU 3 . ; :
Qﬁ — 59 + QZ;U + Qg = —iTn.gCLSlIl’lsl - ﬁa2’l9 - ﬁaz COS(Q9 - 90)90
.29)
oU 1 g
Qo= 5, +0e Qp = —5mgasing +0 — Ba’[2% — cos(V) + )]
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(b) Equilibri e loro stabilita

Equilibri

Dalle espressioni (.29) appare evidente che le sollecitazioni attive constano di termini po-
sizionali conservativi

ou 3 ou

1
(Y = __ in ¥ (9 - _ - i
819( ) 2mgas1n &0( ,©) 2mgasm<p,

il cui potenziale coincide con quello gravitazionale (che dunque & anche il potenziale del
sistema), e di termini non posizionali:

Dy (0, ,9,¢) = —Ba*[0 + cos(9 — ¢)¢] Dy (9, 0,0,¢) = —Ba*[2¢ — cos(d) + )0

che chiaramente si annullano per (9, ¢) = (0,0) e dunque non concorrono in alcun modo
alla determinazione degli equilibri. Ne deriva che gli equilibri del sistema sono i punti critici
del potenziale e si identificano con tutte e soltanto le soluzioni del sistema di equazioni
disaccoppiate:

oU 3 , oUu 1 :
%(ﬁ,w) = —Emgasmﬁ =0 %(ﬁ,w) = —gmgasing = 0

che porge:

(197 90) - (070)7 (19’90) - (0,7T), ("97 90) - (W,O), (197 90) - (Waﬂ)'

Natura delle sollecitazioni non posizionali
La potenza delle sollecitazioni non posizionali ¢ data dall’espressione

7TD('19,Q0,19,¢) = D7919+D90g0 =
= —Ba?[0? + cos(V) — @) + 24 — cos(V + p)I¢] =

— 50 900 ( 1)

dove V(9, p) € R? la matrice

. cos( — ) — cos(d + )

L', ¢) = cos(¥ — @) — cos(V + ¢) 2

2

¢ reale, simmetrica e definita positiva in quanto
detl'(9, ) = 2 — i[cos(ﬂ —p)—cos(W+ ¢ >2-1=1>0
e tr['(¥, = 3 > 0). Si ha dunque:
,0,9,9) <0 V(9,0 €R*
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ed inoltre . .
7TD(7‘97 QP’ 19’ ¢) - 0 @ (/"97 (p) = (07 0) )

per cui la sollecitazione non posizionale ha natura completamente dissipativa.

Stabilita degli equilibri

Le configurazioni di equilibrio sono in numero finito, dunque necessariamente isolate. Le
sollecitazioni attive sono in parte posizionali conservative ed in parte completamente dis-
sipative. Per ciascun equilibrio ¢ quindi dato analizzare le proprieta di stabilita ricor-
rendo alla forma forte del teorema di Lagrange-Dirichlet, basata sui criteri di Barbasin-
Krasovskii. Dalla matrice hessiana del potenziale

02U 02U

W(ﬂv ©) M(ﬂa ©) —gmga cos v 0
Hy(¥d,¢) = 2 2 = 1

I o) TV00,0) 0 —5Mgacosy

DY dp2 7 2

¢ immediato verificare che (9, ) = (0, 0) costituisce un massimo relativo proprio del poten-
ziale, mentre (¢, ) = (7, 7) € un minimo e (¢, ¢) = (0,7), (¢,¢) = (w,0) sono punti di
sella. Dai criteri di Barbasin-Krasovskii segue allora che I’equilibrio (9,¢) = (0,0) ¢ a-
sintoticamente stabile in quanto massimo relativo proprio del potenziale. In tutti gli altri
casi, ’esclusione del massimo relativo assicura l'instabilita dell’equilibrio.

(¢) Equazioni pure del moto
Il sistema olonomo & per ipotesi a vincoli ideali e le sue equazioni del moto possono espri-
mersi nella seconda forma di Lagrange:

d <8T> or d <8T) or Q. (:30)

a\os) "0 =9 a\ag) e, ~

in termini dell’energia cinetica 1" del sistema — le componenti generalizzate Qy, @, delle
forze attive sono gia state ricavate in (.29).

Energia cinetica dell’asta ON
L’asta si muove nel piano Ozy ruotando attorno all’asse fisso Oz secondo ’angolo di
rotazione ¥, con velocita angolare 1 é3. La sua energia cinetica viene quindi espressa per
mezzo della relazione

ma? .

9 =

1 to
— —°. 31
2 3 619 (:31)

1 -
TON = 5[85|1963|2 =

Energia cinetica della piastra ABC' D
Anche la piastra si muove nel piano Ozxy, ma ¢ priva di punti fissi. La relativa energia
cinetica & quindi data dal teorema di Konig:

m - 1 A
Tapcp = §G2 + §IéfCD|SO és|”
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dove il momento d’inerzia della piastra rispetto all’asse Gz vale IéfCD = ma?/6 e il
vettore posizione del baricentro risulta

1 1
G-0 = a(sinﬂ—k §sing0>é1 — a<cosz9+ §cos<p)é2

per cui la velocita istantanea di G lungo un qualsiasi moto possibile del sistema assume la
forma

G = a(cosﬁié‘ + %Cosgogb)él + (1(511(1191§l + %Singogb)ég
ed ha modulo quadrato
G? =d? <005219 9% + %COSQ@ % + cos v cos @ 19gb—|—
+ sin?99? + isin%p P2+ sinﬁsing019¢> = a? {192 + igbz + cos(¥ — @) 1%] .

L’energia cinetica della piastra diventa pertanto

. 1 . 1 ma? ma?
e F—)d¢ — 2 = —
+4so +cos(9—¢) go]+2 5 ¢ 5

Tacp = ——

ma?
2

2 D |
92+ Egﬁ—kcos(ﬁ—gp) 194 .

Energia cinetica del sistema
La somma delle energie cinetiche di asta e piastra definisce I’energia cinetica del sistema

5 . -
T = Ton +Tagcp = — | =0 —|——<,02—|—cos(19—cp)19g0 (.32)

ma® [4 .,
2 |3 12 '

Binomi di Lagrange per ’energia cinetica
Dall’espressione (.32) dell’energia cinetica del sistema si deducono le relazioni seguenti:

or L[4, 1 .
9 = ma {319—1—2(:05(19—@4
d 0T\ 4. 1 .1 S
%(3_19) = ma {519%— 5005(19 — Q)P — 58111(19— ©) (0 — ¢ )}
T 1 .
(89_19 = —§ma2 sin(d — @)

che consentono di scrivere il binomio di Lagrange dell’energia cinetica relativo alla coordi-
nata o

d (0T oT NET ! 1
— =) =3 = A ¥ — )P+ = sin(d — @)p?|. .33
dt<a§> 5y = Ma [3 + 5 cos(d — @)@ + 5 sin( @)@0} (:33)
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In modo analogo si ricavano le espressioni:

oT 05 . 1 .
9% ma [ﬁ + 5008(19—@)19

%<%> = ma [ﬁgo—l—§cos(19—go)19—551n(19—g0)(19 —1990)]
90 5ma sin(¥ — @)

dalle quali segue il binomio di Lagrange di T per la variabile ¢:

d o\ T  o[5 . 1 .1 -
$<6_¢)_%_ma [12 5 cos( =) = 5 sinV w)ﬂ} (:34)

FEquazioni di Lagrange

Le equazioni di Lagrange si ottengono sostituendo nelle (.30) le espressioni (.33), (.34) dei
binomi di Lagrange e le relazioni (.29) per le componenti generalizzate delle sollecitazioni
attive:

4. 1 1 :
ma? {519 + 5 cos(V — )P + 3 sin(d — go)ng] = —gmga sind — Ba? [19 + cos (¥ — gp)gb]
o B .1 1 ‘5 1 , S .
ma” | ¢ + 3 cos(d — o) — 3 sin(d — p)0*| = —gmgasing — Ba*[2¢ — cos(d + ¢)J].

Soluzione dell’esercizio 4

(a) Equilibrio stabile (¢,9) = (0,0). Equazioni delle piccole oscillazioni

La lagrangiana del sistema deve consistere di una parte quadratica, rappresentativa dell’e-
nergia cinetica del sistema, e di una parte dipendente dai soli parametri lagrangiani, che
va identificata con il potenziale delle sollecitazioni posizionali conservative. Cid premesso,
¢ evidente che ’energia cinetica del sistema deve essere data da

Lol (3 -2 9Y 92
T = 5 [§ +<4—|—281n 19)19 (.35)

mentre il termine residuo £ — T della lagrangiana rappresenta il potenziale del sistema:

52

U(e,9) = k:a2< >

+ Esind — 2003219+6c0s19) ) (.36)
All’energia cinetica (.35) ¢ associata la matrice di rappresentazione diagonale

) 1 0
A(&,9) = ma 3 i
0 Z+2sm 9
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che consente di esprimere T nella forma

L ¢
T =€ Dagw| ).
Y

mentre dal potenziale (.36) si deducono le derivate parziali prime:

%—g(éaﬂ) = ka*(—¢ +sin) g—g(f,ﬁ) = ka®(&cos® + 4cossint — 6sin )

e con una ulteriore derivazione le derivate parziali seconde:

0*U 02U
8—52(5,19) = —ka® 81985(5’19) = ka® cos?
0*U 92U

(€,9) = ka®cos (€,9) = ka*(—Esin® 4 4cos 29 — 6cos V).

DEDY 092

E allora immediato verificare che la configurazione (¢,9) = (0,0) costituisce un equilibrio
ordinario del sistema, in quanto punto stazionario del potenziale:

oU oU
8—5(0,0) =0 55 (0,0) = 0.

In tale configurazione la matrice hessiana del potenziale diventa

-1 1
7.2
Hy(0,0) = ka ( 1 _2)
e risulta chiaramente definita negativa, per via del segno positivo del determinante
detHy(0,0) = k?a* > 0
e di quello negativo della traccia
trHy (0,0) = —3ka® < 0.
La configurazione rappresenta percio un massimo relativo proprio del potenziale, la cui
stabilita e assicurata dal teorema di Lagrange-Dirichlet. Il carattere definito negativo
dell’hessiana permette di affermare che allo studio dei piccoli moti attorno a (€,9) = (0,0)

e applicabile la teoria canonica delle piccole oscillazioni. Per ’analisi di queste si richiede,
in particolare, il calcolo della matrice dell’energia cinetica nella configurazione di equilibrio

individuata:
91 0
A(0,0) = ma )
0 3/4
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Posto (£,19) = (8, 09), le equazioni delle piccole oscillazioni attorno a (£,9) = (0,0) si

scrivono ..
A(0,0) <g§> — Hy(0,0) <§g> — 0

vale a dire, sostituendo le espressioni esplicite delle matrici,
o1 0 N[0\ (-1 1)\ /[6) _
ma <0 3/4> <579 by 2)\so) =9

ma?d€ + ka®(5¢ — 69) = 0

e quindi
2ma25i9 + ka* (=8¢ +269) = 0.

(b) Frequenze normali delle piccole oscillazioni
Le pulsazioni normali delle piccole oscillazioni attorno all’equilibrio stabile (£,4) = (0,0)
sono le soluzioni w > 0 dell’equazione caratteristica

det[w®A(0,0) + Hy(0,0)] = 0

9 of1 0 5 [ —1 1 o
det[maw <0 3/4>+ka <1 _2>} =0

od anche, equivalentemente,

det {mTWQ <(1) 304>+<_11 —12” =0
/

Posto mw?/k = ), si ha allora

ossia

A—1 1 3 3 11
R —_— —_ —_ —_ —_ —_2__
O-det( ) §)\_2)_(/\ 1)(4/\ 2) 1_4)\ 4)\+1

e pertanto
332 —11A+4 = 0.

Ne seguono le radici reali positive

11—121—4-12 11 — /73 11++73
A= 6 -6 Az = T

cui corrispondono le pulsazioni normali w; = v/ Ai\/k/m:

11 -+73 |k 11+V73 |k
w, = A ————4/ — Wy = || — 2~
6 m 6 m
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e le relative frequenze:

P 11-V73 [k PN 11+73 [k
"Toor T oor 6 m T oar  on 6 m’

(¢) Modi normali delle piccole oscillazioni e coordinate normali

Per caratterizzare completamente ciascuno dei due modi normali di oscillazione occorre e
basta determinare il relativo vettore delle ampiezze. Questo si ricava risolvendo per ¢ = 1, 2
il problema agli autovalori generalizzato

cawa o () 0. (1)),

ossia ’equivalente problema in forma adimensionale

(Ail_l %Ai1_2> (Z) =0, (Z)#(g) (.37)

Modo basso, di pulsazione wy
Per i = 1 la matrice quadrata a primo membro nella (.37) diventa

11 — /73 5—+/73

A1 —1 1 5 -1 1 5 1

3 — —_=

1 Z>\1—2 §11—\/73 9 1 -5 =73
4 6 8

e il sistema (.37) che specifica le ampiezze del modo normale basso si riduce a

5— V173

Tal ‘|‘bl =0
5+ V73

al—%bl = 0.

La prima equazione porge immediatamente

—54+ 73

by = 5

e lo stesso risultato si ottiene anche dalla seconda, che dunque ¢ linearmente dipendente
dalla prima, come richiesto:

o 8 _85—\/ﬁa _85—\/ﬁa B —5+¢T3a
S e T R T 6 L
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Per il modo normale di oscillazione si ha cosl I’espressione generale

<§§> <5+\ﬁ F[Hw VteR, (.38)

dove a1 # 0 e 1 sono costanti reali assegnate a piacere.

Modo alto, di pulsazione wo
I calcoli per la determinazione del modo normale di pulsazione maggiore, w2, sono analoghi
a quelli svolti per il modo basso e coincidono con questi a meno della sostituzione:

V73— +V73.
Per 7 = 2 si ha infatti:

5473

Ao —1 1 R L 1
3 = 6
L he-2 ) —5+/73
8

e I’equazione delle ampiezze diventa

-5 73
a2++T\/_b2 =0,

porgendo 'unica equazione indipendente:

54+73

by = —— % %

Il risultato & ’espressione cercata del modo normale alto:

(5) = o (o) o B ) iem

nella quale as # 0 e w2 € R sono costanti arbitrarie.

Coordinate normali
La teoria canonica delle piccole oscillazioni definisce le coordinate normali del sistema, z;
e 29, attraverso una trasformazione lineare delle variabili lagrangiane §¢ e §19:

() =(3).

essendo S un’opportuna matrice 2 X 2 non singolare. Piu precisamente, in coordinate
normali il modo basso deve ridursi a

<2> _ <a1 cos(agtﬂm)) — o <(1)>cos(w1t+sol)
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per cui

(50) =5(2) = s (p) cotere o0

e confrontando con la (.38) si conclude che
g 1\ 6
0) \-5+V73)"°
Analogamente, il modo alto deve assumere la forma

<2> - <0é2 COS(Q.())Qt—{— @2)> = *2 <(1)> cos(wat + ¢2)

dalla quale si deduce
< ) =S <Zl> = anS <0> cos(wat + ¢2)
z9 1

e per confronto con la (.39) segue

SG) - (5+_\6/ﬁ>'

La matrice di trasformazione S & quindi data da

10 6 —6
S_SH_S<0 1)‘(—5+\/ﬁ 5+\/ﬁ>

e la trasformazione che lega le coordinate lagrangiane (£, 9) = (d¢, 69) alle variabili normali

si esprime come
(Sf . 6 —6 Z1
00 ) — \=54+V73 5+V73 ) \ »
2\ 6 6 \ ' [e\
2z ) \—5+V73 5+73 &)~
_ 1 <5+\/ﬁ 6) <5g) _
T 30+ 6VT3+6V73-30\5—VT73 6)\d9)
1 5+V73 6 [ o€
T 12y \5 VT3 6)\ )"

In conclusione, le variabili normali si esprimono in termini delle coordinate lagrangiane
(0&,009) per mezzo delle relazioni:

S
w S

vale a dire

(54 V73)6E+ 660 L (5 —V73) 66 + 660
o 1273 2= 1273 '
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