Scritto di meccanica razionale del 09.07.1999
Esercizio 1
Nella terna di riferimento inerziale Oxyz, con asse Oy verticale, si considera un punto
materiale P di massa m vincolato a rimanere sulla circonferenza liscia di equazione x? +
y? = R?, z = 0. Il punto materiale ¢ pesante e soggetto alla sollecitazione F= amgz/Ré,
con |a| > 1. Assumendo come parametro l’angolo 6 mostrato in figura, determinare:

(a) le equazioni del moto del sistema;

(b) un integrale primo del sistema;

(
(

)
¢) tutte e sole le condizioni iniziali corrispondenti a moti periodici del sistema;
d)

tutte e sole le condizioni iniziali per le quali si hanno moti a meta asintotica del sistema
(nel passato o nel futuro).

Esercizio 2

In una terna Oxyz, rotante con velocita angolare costante w attorno all’asse verticale
Oy rispetto ad un riferimento inerziale, si considera un sistema pesante costituito da un
semidisco circolare rigido omogeneo D, di centro O, raggio R e massa M, e da due punti
materiali A e P di uguale massa m. D ruota nel piano Oxy attorno all’asse Oz, mentre il
punto P e vincolato a scorrere lungo ’asse Oy e A e rigidamente fissato al punto medio
della semicirconferenza che delimita . Una molla ideale di costante elastica k = ymw?,
~v > 1, congiunge inoltre i punti A e P. I vincoli si assumono ideali.

Posto P — O = —sRés e scelti i parametri 6, s in figura come coordinate lagrangiane:
(a) determinare I’energia cinetica relativa a Ozxyz del sistema;

(b) scrivere le equazioni lagrangiane del moto del sistema;
¢) individuare le configurazioni di equilibrio del sistema, analizzandone la stabilita;
)

ricavare, per un equilibrio a scelta, le reazioni vincolari applicate al semidisco in O ed
al punto materiale P;
(e) individuare le configurazioni di equilibrio, studiandone la stabilita, nell’ipotesi che su

P agisca una forza F= -0 |P|P, essendo P la velocitd di P relativa ad Ozyz e 8 una
costante positiva.

Soluzione dell’esercizio 1

(a) Equazioni del moto del sistema

In termini dell’angolo € la circonferenza vincolare e descritta per mezzo della parametriz-
zazione regolare C'*°

xr = Rsin6 y = —R cosf z =0, eR,
in modo che il vettore posizione del punto materiale P si scrive
P—0O =xé1+yéa+zé3 = R(sinfé; —cosbéy) .
Si hanno allora le ovvie relazioni

dP

R P dP
i R(cosfé; + sinf és) '% =R



e quindi ’espressione del versore tangente alla circonferenza in P

“lap
do

dP

0 = cosfé; + sinf ey .

T =

La velocita istantanea del punto P si scrive, di conseguenza,
P = ROT
mentre per ’accelerazione istantanea si ha

g2

P =PRI+ R
T+ 20

= RO+ + RO* (—sinfé; +coshéz) = ROT+ RO*n
e la seconda legge della dinamica diventa
mP = ’J —mgés + F

essendo v la reazione vincolare esercitata su P dalla guida circolare liscia. Detta reazione
vincolare viene rimossa proiettando l’equazione precedente lungo il versore tangente alla
circonferenza in P:

~

mpP - —mgéy -7+ F-7 = —mgéy 7+ F -7

Il
<y
>

in forza della condizione 9 - 7 = 0 (la curva e liscia e costituisce quindi un vincolo ideale).
Si ha cosi ) .
mRO = <—mgé2 + amg 4 él) - (cosBéy +sinbér) =

= amg% cosf —mg sinf = amg sinf cosf — mg sin 6

ossia )
mR6O = amg sinf cosf —mg sinf .

che e I'equazione del moto cercata.

(b) Integrale primo
L’equazione del moto di cui al punto precedente equivale a

mR?0 = amgR sinf cosd — mgR sinf
per cui, moltiplicando membro a membro per 6 si perviene all’equazione
mR?00 = amgR sinf cosf6 —mgR sinf 0

che puo riscriversi nella forma

£ (255) — & (Gmama -t )
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ovvero

d <mR29'2
dt\ 2

Dal momento che la relazione precedente e soddisfatta per qualsivoglia soluzione 6(t)
dell’equazione del moto, si conclude che la funzione C'*°

— %ngsinQG — mgR cos 9) =0.

R%¢?
m — gng sin’ — mgR cos 6

H(,0) = : 5

e un integrale primo del sistema. Esso e identificabile con ’energia meccanica, in quanto

R%0? :
2 2
¢ I'energia cinetica del punto P, mentre
RQ . 29 2
g Rin?8 + R cost = amg I g coss) = amg T~ may

coincide con il potenziale totale delle sollecitazioni posizionali conservative amgz/Ré; e
—myg éo rispettivamente.

(c) Condizioni iniziali corrispondenti ai moti periodici del sistema

L’esistenza dell’integrale primo H consente di fare uso della discussione di Weierstrass
nello studio delle soluzioni e del loro comportamento qualitativo. L’energia potenziale del
sistema e data dalla relazione

W) = -U(0) = —%ngsinQO —mgR cosf
ed e una funzione di classe C'*° su tutta la retta reale, con derivata
W'(0) = —amgR sinf cosf + mgR sin@ .

Le configurazioni di equilibrio del sistema sono tutti e soli i punti critici del potenziale,
ovvero dell’energia potenziale, e si ottengono quindi risolvendo 1’equazione trigonometrica

—amgR sinf cosf +mgR sinf = 0
nella quale € conveniente raccogliere il fattore comune sin 6 e semplificare i fattori costanti

inessenziali
(—acos@+1) sinf = 0.

Per sin € = 0 si ottengono, a meno di multipli interi di 27, le configurazioni di equilibrio
0 =0, 7,
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mentre cos = 1/« implica le ulteriori soluzioni
6 = +arc cos (1/a) = +0*

definite e distinte dalle precedenti a condizione che si abbia |1/a] < 1, ossia |a > 1,
come esplicitamente assunto. Per poter applicare i teoremi di Weierstrass e necessario sta-
bilire la natura dei punti critici appena determinati, nonché calcolare il valore dell’energia
potenziale in ognuno di essi.

La derivata seconda di W si scrive

W”(0) = —amgR (cos®0 — sin?0) + mgR cos 6

e deve essere calcolata in tutte le configurazioni di equilibrio:
per 8 =0 si ha
<0 sea>1

W"(0) = —amgR+mgR = mgR(—a+ 1)
>0 sea<—1

in modo che la configurazione risulta un massimo relativo proprio di W per a > 1 ed un
minimo relativo proprio per a@ < —1;

per 8 = 7 vale invece

<0 sea>1
W"(n) = —amgR — mgR = mgR(—a — 1)
>0 sea<—1

e si perviene alla conclusione che # = 7 € un massimo relativo proprio di W se a > 1 ed
un minimo se a < —1;

per § = £0* = tarc cos(1/a) 'espressione della derivata seconda diventa infine
" * 2 px * 2 1
W"(£6*) = —amgR (2cos“0* — 1) + mgR cos0* = —ang(E - 1) +nga =

1 1 | >0 sea>1
= ng(a— —) = mgR(a* —1)—
a @1 <0 sea< -1

ed entrambe le configurazioni risultano minimi relativi propri dell’energia potenziale nell’i-
potesi che sia @ > 1, mentre sono entrambi dei massimi relativi propri se al contrario
a < —1.

Inoltre
W(0) = —mgR W(r) = mgR



W (+6*) = —%ng(l - 00829*) —mgR cosf* = ng[_ﬂ<1 _ i) _ l} _

2 o
ng< 1) mgR o + 1 < —mgR sea>1
_ ot ) = —
2 @ 2 @ >+mgR sea < —1.

Dai risultati precedenti si conclude che il grafico dell’energia potenziale ha I’andamento
illustrato nelle figure seguenti:

grafico dell’energia potenziale per o > 1

grafico dell’energia potenziale per o < —1

L’esame di tali grafici consente di individuare le condizioni iniziali per le quali si hanno
moti periodici del sistema nella forma

mgR o? +1
2 o

{(90,90) eR? : < H(eo,éo) < —ng}U

U{(eo,éo) e R? : —mgR < H(eo,éo) < ng}

per a >1e

2
. . 1
{(90,90) € R? : —mgR < H(eo,eo) < —ngR ot

} \ {(6o,60) = (7+27n,0), n € Z}

qualora sia a < —1.

(d) Condizioni iniziali corrispondenti ai moti a meta asintotica del sistema

Le condizioni iniziali corrispondenti a moti a meta asintotica (nel passato o nel futuro) si
ricavano applicando i teoremi di Weierstrass e tenendo conto del grafico di W. Per @ > 1
i moti a meta asintotica si hanno per tutte le condizioni iniziali prese nell’insieme

{(60,00) € R? : H(0y,00) = —mgR, 6y #0}U

U{(60,00) € R* : H(6y,60) = +mgR, 6y # 0}

mentre nel caso di @ < —1 dette condizioni iniziali sono tutti e soli i punti di

mgR o? + 1

{(90,90) ERQ : H(eo,éo) = — , éo 750} .



Soluzione dell’esercizio 2

E opportuno procedere preliminarmente alla determinazione della matrice d’inerzia del
semidisco omogeneo rispetto ad una terna di riferimento solidale Ox’y'z’, che si converra
di scegliere con origine in O, asse Oy’ parallelo e concorde a O — A, asse Oz’ ortogonale
al piano del semidisco ed asse Oz’ diretto secondo il diametro dello stesso. Tale matrice
d’inerzia di indichera con

Lx/x/ Lx/y/ LJE’Z’
L/ — Ly’x’ Ly/y/ Ly’z’
Lz/x/ Lz/y/ LZIZ/

Il momento d’inerzia rispetto ad Oz’ & uguale alla meta del corrispondente momento
d’inerzia, relativo allo stesso asse, di un disco circolare completo di pari raggio R e densita
2M /7 R? (ovvero di massa doppia 2M)

12MR*  MR*

L//:
'z 2 2 2 Y

poiché inoltre il piano coordinato Oz’y’ coincide con quello di giacitura della figura, vale
la relazione generale
LZ’Z’ = Lx/x/ +Ly/y/

nella quale per simmetria L/, = Ly, e dunque

1 M R?
Lx/x/ = Ly/y/ = §LZ’Z’ = 4 .

Allo stesso risultato si puo pervenire, naturalmente, mediante integrazione diretta in co-
ordinate polari piane (p, ¢) (vedi figura):

2M OM R [T 1— cos2¢ MR
Lac’ac’ - 2sin’p — dodp = — — — T dod =
/[O,R]px[o,w]¢ e ¢7TR2 p dpdo TR 4 ), 2 ¢ 4
2M 2M R* [™ 1+ cos2¢ MR2
Ly = 200820 2 pdpdp = - — [ 1T go =
Y /[O,R]px[o,w]¢ P ¢7TR2 p dpdo TR? 4 2 ¢ 4

I prodotti d’inerzia relativi agli assi 2’2" e y’z’ sono nulli
Lx/z/ — LZ/x/ — Ly/z/ — LZ/y/ prm— 0
in quanto per ogni punto del semidisco risulta 2/ = 0; infine Ly = Ly, = 0 per

la presenza del piano di simmetria Oy’z’. Si conclude quindi che Oz’y’z’ ¢ una terna
principale d’inerzia per il semidisco, con matrice d’inerzia

MR2/4 0 0
L = 0 MR?/4 0
0 0  MR?)2



e Oz’ asse giroscopico.

(a) Energia cinetica relativa a Ozyz

L’energia cinetica del sistema e data dalla somma delle energie cinetiche del semidisco D e
dei punti materiali A e P.

Nella terna Oxyz il semidisco costituisce un sistema rigido con asse fisso Oz e la sua
velocita angolare si scrive come & = éég, I’angolo 6 essendo compreso fra la il semiasse
Oy negativo (fisso rispetto alla terna considerata) ed il raggio OA (fissato sul semidisco
rigido). Per I’energia cinetica del semidisco vale quindi I’espressione

1 ) 1 )
T]D) — 5[3;92 — §Lz’z’92 — 4

MR? 55

Il vettore posizione rispetto all’origine O e la velocita relativa ad Ozyz del punto materiale
A si ottengono immediatamente con semplici relazioni trigonometriche e derivando rispetto

al tempo:
A—0O = Rsinfé; — R cosfés

A = (Rcoshé; + Rsinféy) 0
in modo che la corrispondente energia cinetica risulta

mR2

)2
20.

m . -
Ta = —|AP? =
a = 4
Per il punto P si procede in maniera del tutto analoga, notando preliminarmente che
P-0O=—-Rsé; e P =—Réé

e che di conseguenza

m, - mR2
Tp = —|P]* = 52
P =57 2 °

L’energia cinetica del sistema rispetto alla terna Ozyz diventa pertanto

MR? . R? . R? 1 /M ) R2
T =Tp+Ta+Tp = = 92+m792+m2 52:§<7+m)R202+st'2,

forma quadratica definita positiva delle velocita generalizzate 9, 5.

(b) Equazioni lagrangiane del moto del sistema

Poiché 'energia cinetica e gia stata determinata, si tratta di calcolare il potenziale totale
del sistema, osservando che tutte le sollecitazioni applicate hanno natura posizionale con-
servativa: le forze peso applicate al semidisco ed ai punti A, P, le forze di interazione
elastica dovute alla molla ideale tesa fra A e P, quelle centrifughe agenti su tutti i punti
del semidisco e su A (il punto P ne & esente in quanto collocato sull’asse di rotazione
Oy). Accanto alle forze centrifughe, che agiscono sul sistema perché la terna Ozyz non e
inerziale, sono presenti anche quelle di Coriolis. In ogni punto @) del sistema le forze di
Coriolis sono ortogonali al piano coordinato Ozy, mentre le derivate parziali del punto di
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applicazione rispetto ai parametri lagrangiani, 0Q/00 e 9Q/0s, sono comunque parallele
a tale piano. Ne segue che le componenti lagrangiane Dy, Dy delle sollecitazioni di Coriolis
consistono in somme di contributi costantemente nulli, e sono nulle a loro volta:

Dy = Z—QwégAQmQ~% =) 0=0
Q Q

D, = Z—mégAQmQ.% =) 0=0.
Q Q

Allo scopo di determinare il potenziale totale, conviene individuare separatamente i con-
tributi delle singole sollecitazioni e ricavare quindi il potenziale richiesto come somma dei
contributi parziali.

o Potenziale gravitazionale del semidisco

La presenza dell’asse O A, di simmetria per il semidisco, unitamente al fatto che il semidisco
e una figura convessa, implica che il baricentro G di D debba necessariamente appartenere
al segmento [0, 4], intersezione fra I’asse di simmetria e 'inviluppo convesso della figura
piana. Rispetto alla terna di riferimento solidale Oz’y'z’, gia introdotta in precedenza,
il calcolo della posizione di G si riduce quindi alla determinazione della sola componente
(G—0)-é,, le altre due risultando entrambe nulle per simmetria. Non & possibile evitare il
calcolo esplicito della componente incognita mediante integrazione diretta, che peraltro non
comporta difficolta particolari se condotto nelle coordinate polari piane (p, ) gia utilizzate:

1 2M 2
G-0)-éy, = — —p sing) — pdpdh = ——— p2singdpdgp =
GOre =y [o,R]px[o,w]¢( 7R mR2 Jio. 1, x[0.71,
2 [t T 2 R® - 4
= ; p d,o/o sin¢ dop = T3 [—cosﬂo = _ﬁR'

Ne segue, in particolare, che la distanza fra i I’origine ed il baricentro del semidisco & data
da |G —O| = (4/37)R. Pertanto il potenziale gravitazionale del semidisco assume la forma

4 4
U = —Mg(—|G — O] cosf) = Mg|G — O| cos = Mgg—R cosf = 3—MgR cos @ .
7T 7T

o Potenziale gravitazionale del punto A
Si deduce immediatamente dall’espressione generale, sostituendo la componente lungo Oy
del vettore posizione A — O:

UA = —mg(A—0)-é; = —mg(—R cosb) = mgR cos#h .

g

o Potenziale gravitazionale del punto P
Poiché, per definizione di s, P — O = —Rsés, si ha

U; = —mg(P—0)-é = —mg(—Rs) = mgRs .
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o Potenziale elastico della molla AP
Dalle relazioni geometriche

A—0O = Rsinfé; — R cosfés P—0O = —Rséy

si deduce
A—P = Rsinfé; + R(s —cosf)éy

e quindi ’espressione del potenziale elastico di interazione fra i punti A e P:

Ua = —§|A—P|2 = —S[RQSHIQG—}—RQ(S—COSG)Q} = —gRQ(l—FsQ — 2s cosfb) ,

2

dove per definizione k = ymw~, con v > 1. L’omissione delle costanti additive inessenziali

conduce al risultato richiesto:

k

2
Ua = —§R2(32—2s cosf) = e

R%*(s* — 25 cosf) .

o Potenziale centrifugo del semidisco
Il potenziale centrifugo del semidisco si deduce applicando la relazione generale

2
D i 2]
Ucf - 7[0,!/

nella quale il momento d’inerzia Igy di D rispetto all’asse di rotazione Oy segue facil-

mente dalla matrice d’inerzia L’ del semidisco rispetto alla terna Oxz'y’z’, osservando
éo = sinf é} + cos 6 é, e che pertanto
sin 6
15, = (sinf cos@ 0) L’ | cosd
0
cosicché
) MR?2/4 0 0 sin 6 MR
U]CDf = %(sin@ cosf 0) 0 MR? /4 0 cosf | = WT .
0 0  MR?)2 0

Il potenziale centrifugo del semidisco risulta percio costante e puo essere ignorato nella
stesura della lagrangiana e delle equazioni di Lagrange. Questo risultato, a ben guardare,
non e troppo sorprendente: il fatto che il momento d’inerzia I gy non dipenda dall’angolo di
rotazione # € una conseguenza immediata dell’essere Oz asse giroscopico per il semidisco.

o Potenziale centrifugo del punto A
Il potenziale centrifugo si calcola direttamente utilizzando 1’espressione generale

2

2R2
U;} = u%m(R sin )% = e

sinf .

9



I risultati ottenuti consentono di scrivere per il potenziale del sistema ’espressione seguente:
) A P A _
U=U,+U; +U; +Ua+Us =

2R2

4
= 3. MgR cos@+mgR cosf +mgRs— % mw?R%s* + ymw?R?s cos 0 + sin®f =
0
4M 2R2 2R2
= <3— + m)Rg cos + e sin?f + mgR s — WWT s2 + ymw?R?s cos b ,
0
in modo che la lagrangiana diventa
1/ M : R?
L=T+U = 5(; +m)R202+ st'2+
4M 2R2 2R2
+<3— +m)Rg cos 6 + e sin?f + mgR s — WWTSQ + ymw?R?%s cosf .
0

Le equazioni di Lagrange seguono senza particolari difficolta, visto che i coefficienti dell’e-
nergia cinetica sono costanti e le componenti lagrangiane delle forze di Coriolis risultano
uguali a zero. In particolare I’equazione

oL oL
%(@?‘5@20

diviene

M .. 4M
<— - m)R20 - <3— - m)Rg sin @ — mw?R?sin @ cos § + ymw?R?s sinf = 0
T

2
mentre la Py or
il55) 5 =0
si riduce a

mR%5 — mgR 4+ ymw?R%s — ymw?R? cos = 0 .

(c) Configurazioni di equilibrio del sistema ed analisi di stabilita delle stesse
Trattandosi di sistema posizionale conservativo, le configurazioni di equilibrio del sistema
sono tutti e soli i punti critici del potenziale U:

AM 2 P2 2R2
U,s) = <3— + m)Rg cos ) + sin?0 + mgR s — fym+ s2 + ymw?R?s cos 6
i
e si ottengono quindi annullando le derivate parziali prime:
4M : 2p2 2p2.
Up(0,s) = —<3— +m)Rg sin @ + mw*R*sinf cos — ymw”R*s sin
i

Us(0,5) = mgR — ymw?R?s + ymw?R? cosf .
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Il sistema di equazioni trascendenti

A4M
Rsin6 [—<3— +m)g+mw2R cos —ymw?Rs| = 0
0
g —Yw?Rs +yw?Rcosf = 0

puo essere risolto in modo esplicito senza eccessive difficolta, grazie al fatto che la prima
equazione si presenta in forma fattorizzata. Si distinguono due casi.

(4)

Per sinf = 0 la prima equazione & certamente verificata, con # = 0 oppure § = =
(modulo inessenziali multipli interi di 27). Se # = 0 la seconda equazione del sistema
diventa

g —Yw?Rs +yw?R = 0

ed implica
g

=1+ =
S +7Rw2’

per 8 = 7 si ha invece

g —yw?Rs —yw?’R = 0
e quindi
9

= —1 :
S + R

Se sin f # 0 il sistema di equazioni si riduce a

A4M
—<— + 1)g+w2R0089 —yw?Rs = 0
3mm

g —Yw?Rs + yw?Rcosf = 0 .
Dalla seconda equazione si ricava
2p. 2
—Yw“Rs = —g — yw“Rcosf

che sostituita nella prima conduce a

A4M
—<— + 1)g+w2Rcose—g—’yw2Rcose =0
3mm

ossia, equivalentemente,

4M
—<— + 2)g = (v — 1)w?*Rcos @
3mm
e quindi
4M g
0=~ (2 ) —A
o8 + 3mm/ (v — 1) Rw?



con A > 0. Le soluzioni di quest’ultima equazione sono, beninteso,
0 =0, —07, con 60 = arc cos(—\),
a condizione che A € (0,1). Conseguentemente

s = cosf* + fy]ng = -+ fy]ng = s*.

In conclusione, le configurazioni di equilibrio del sistema sono:

9 9

0,5) = <0,1 ) , (o,—1 )

(6,5) + ~Rw? + ~Rw?
sempre definite, e

(07 S) = (9*7 S*) Y <_0*7 S*) Y

con 6* = arc cos(—A\) ed ¥ = -\ + —— R 5> definite e distinte dalle precedenti se e soltanto
se0 <A< 1.
Stabilita

L’analisi di stabilita viene condotta ricavando in primo luogo ’espressione delle derivate
parziali seconde del potenziale, necessaria premessa al calcolo della matrice hessiana del
potenziale nelle configurazioni di equilibrio ed all’applicazione dei teoremi di Lagrange-
Dirichlet e di inversione parziale:

4M
Ugg(0,s) = — <§ + m) Rg cos 0 + mw?R?(cos?6 — sin?6) — ymw?R%s cos b

Ups(0,5) = Ugp(,5) = —ymw?*R?*sin 6
Uss(0,5) = —ymw?R? .

Si procede quindi ad analizzare le singole configurazioni di equilibrio una ad una.

Configurazione (0,s) = <0, 1+ ]é] 2). In questa configurazione le derivate seconde
vRw
del potenziale assumono la forma
g 4M 2 2 22 Y
Usa (0,1 )= (5 +m)R R — ymw? R (1 ) =
00 + ~Rw? 3 Hm)hg +me e + ~Rw?
AM
= —<3— + Qm)Rg — (y = 1)mw?R* < 0
7T
g
U5<0,1 —):US <01 ):o
o + ~Rw? o + R 2
g _ 2 p2
USS<O,1+ ’waQ) = —ymw“R* < 0
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per cui la matrice hessiana Hy; <0, 1+ ) ¢ diagonale con elementi diagonali nega-

Rw?
tivi. Si tratta dunque di una matrice reale simmetrica definita negativa che individua
la configurazione come massimo relativo proprio del potenziale, stabile per il teorema di
Lagrange-Dirichlet.

Configurazione (0,s) = <7T, -1+ ]g 2). In questo caso, diversamente dal prece-
vRw
dente, gli autovalori della matrice hessiana di U non hanno segno definito, per cui & neces-

sario distinguere alcuni sottocasi. Infatti le derivate seconde diventano:

g 4M 2 p2 2 p2 g _
U99<7T,—1+7Rw2) = <§ +m)Rg+mw R* 4+ ~ymw“R <_1+7Rw2) =

4M
= —(y - 1)mw?R? + <3— + 2m)Rg = —(y = 1)mw?R?(1 — \)
7T

U95<7r,—1+ g ):U59<7T,—1+ g ):o

~Rw? ~Rw?
U55<7T,—1—i— ’y]guﬂ) = —fymwQRQ <0

in modo che ’hessiana Hy; <7T, -1+ ) risulta diagonale, con autovalori —ymw?R? < 0

2
yRw
e —(y— 1)mw?R?3(1 — )\). Si hanno i tre casi seguenti.

(1) Per A € (0,1) anche il secondo autovalore & negativo, la configurazione si presenta

come un massimo relativo proprio del potenziale e risulta dunque stabile per Lagrange-
Dirichlet;

(17) se A > 1 detto autovalore assume segno positivo e la configurazione diventa instabile
per linversione parziale del teorema di Lagrange-Dirichlet (la configurazione ¢ un
punto di sella per U e l'assenza del massimo segue precisamente dall’esame della
matrice hessiana);

(737) se infine A = 1 gli autovalori risultano 'uno negativo e ’altro nullo, sicché ricorre un
caso critico, non potendosi né affermare che la configurazione costituisca un massimo
relativo proprio del potenziale, né escludere la presenza di un massimo dall’esame delle
derivate seconde.

In effetti, la configurazione di equilibrio non ¢ un massimo relativo proprio del poten-
ziale. Per A = 1, infatti, nell’espressione del potenziale adimensionalizzato

; = (2 —) —_— 0 — 0 e L 6 — 0
mw2R2 < 3rm.) Rw? Cos U + 25111 + Ru? 5 9 5% 4 yscos o2 cos
N 4M g _ ‘

si puo porre <2 + —) —— = — 1 ed ottenere I'espressione particolare
3rm/ Ruw?

U(o 1

mfdg’;)g = (y—1)cost + §Sin29+ # s — %32 + yscos — # cosf .
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Volendosi studiare I’andamento della funzione nell’intorno della configurazione (6, s) =

<7T -1+ R 2) conviene introdurre il cambiamento di variabili:

g
~Rw?

0 =7m+n s = —1+ +¢

in modo che il nuovo potenziale adimensionalizzato (77 €) risulta

1
mw?R?

g 1 g g
U<W+n’_1+’wa2+§):< fy)cosn—i—ﬁsmn—i—R 2( 1+7Rw2)+

g ol g 2 g g
tagrt — 3 (1t S +6) (S S e cosn+ g comn

ovvero, a meno di una costante additiva inessenziale,

. 1
U(n,&) = cosn+ §sin2n+7€— %52 — y€cosm .

Anziché ricorrere ad uno sviluppo di Taylor di ordine superiore al secondo nell’intorno
di (n,§) = (0,0), & vantaggioso riscrivere il potenziale per mezzo di una serie di
manipolazioni trigonometriche. Da

g 1
U(n,€) = (1—cosn)y +cosn + sinn - %52

per mezzo delle formule di bisezione per seno e coseno si ottiene

U(n,€) = 2sin’(/2) 7€ + 1 = 2sin*(1/2) + 2sin® (n/2) cos*(n/2) — 1 € =

= — [ — 4sin’(1/2) €] + 1 — 25in’(n/2) + 2sin® (n/2) cos (1 /2)

ed evidenziando il quadrato che contiene tutti i termini in &
U(,€) = —7 [6~2sin?(1/2)] "+ 3 4sin’ (n/2)+1-2 sin? (7/2) + 250 (1/2) cos(1/2) =

= —% = 28i112(77/2)}2 +2(y — 1)sin*(n/2) + 1.

Dall’espressione ottenuta ¢ evidente che (1,£) = (0,0) non risulta né un massimo né
un minimo relativo proprio del potenziale. Basta infatti assumere n = 0 per ottenere

0(0,¢) = —%5%1 <1=10(0,00 YEA£0

ed escludere che il punto possa essere un minimo relativo proprio del potenziale; per
contro, se i punti (1, &) vengono scelti in modo che

£ =2sin’(n/2) , 7nER,
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il quadrato si annulla sistematicamente e si perviene alla diseguaglianza

Un,€) = 2(y—sin’(n/2) +1 > 1 = U(0,0)  Vn#0, [y <2m,

che esclude altresi il ricorrere di un massimo relativo proprio.
La conclusione che se ne trae e che la configurazione di equilibrio nel caso critico
non costituisce un massimo relativo proprio del potenziale totale e che pertanto il
teorema di Lagrange-Dirichlet non ne assicura la stabilita. D’altra parte, ’assenza
del massimo e si verificabile, ma non dall’esame della matrice hessiana del potenziale;
percio neppure il teorema di inversione parziale di Lagrange-Dirichlet ¢ applicabile.
La questione della stabilita nel caso critico rimane quindi aperta.

Configurazioni (0,s) = (0*,s*), (—0*,s%). Queste due configurazioni di equilibrio
presentano le stesse proprieta di stabilita per via della simmetria del potenziale:

U(—0,s) = U(0,s) v(0,s) € R?

per cui e possibile limitare I’analisi ad una sola di esse, ad esempio (6*,s*).

seconde del potenziale si scrivono:

4M

Le derivate

Upo(0%,s*) = — <3— + m)Rg cos 0* + mw?R%(2cos?0* — 1) — ymw?R?*s* cos §* =
™

4M
= <— + m) Rg\ + mw?R?(2\? — 1) + ymw? R? <—)\ +

3
4

M
= <— + 2m)Rg)\ + mw?R%(2)% — 1

3m
Ups(0%,5%) = Usp(6*,5*) = —ymw?R? sin 6
Uss(0*,5*) = —ymw?R? .

La matrice hessiana Hy (0*, s*) ha determinante:

g
~vRw?

— A%

detHy (0%, 5) = Upg(0*,5*) Uss (0%, 5) — Ups(0*,5%)* =

h-

aM
= —ymw?R? [(3— + 2m) RgA + mw?R? (202 — 1 — 42| — +?*m?w?Rsin?6* =
™

aIM
3mm

—

ovvero, ricordando la definizione di A,

Rw?

+2) A+ 207 -

— N2 (1 - 00829*)}

detHy (6%, s*) = —v(mw®R?)*[(v — 1)A* +2X% — 1 — v A% + 4(1 — A?)]

= —y(mw’R*)*[N> =1 —y(\*> = 1)] = —y(mw’R*)*(1 = X*)(v—1) <0

in quanto 0 < A < 1 in forza della condizione di esistenza della configurazione e v > 1
per ipotesi. Poiché il determinante coincide con il prodotto degli autovalori (reali) di
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Hy (0%, s%), si deduce che questi sono di segno opposto. La presenza di un autovalore
positivo consente allora di escludere che la configurazione costituisca un massimo relativo
proprio del potenziale e di concludere che detta configurazione e instabile per il teorema
di inversione parziale di Lagrange-Dirichlet.

I risultati ottenuti circa le configurazioni di equilibrio e le loro proprieta di stabilita sono
riassunti nel seguente diagramma di biforcazione dove, per semplicita e stata riportata la
sola componente 6 delle configurazioni (la componente s residua € individuata univoca-
mente da quella in 6).

diagramma di biforcazione

(d) Reazioni vincolari applicate al semidisco in O ed al punto materiale P, per
un equilibrio a scelta

Si vogliono determinare le reazioni vincolari ﬁp e ﬁo applicate, all’equilibrio, rispettiva-
mente nel punto materiale P e nell’origine O del semidisco. Il risultato si ottiene facilmente
applicando le equazioni cardinali della quantita di moto al punto materiale ed al semidisco.
Per completezza, si esegue il calcolo relativamente a tutte le configurazioni di equilibrio,
sebbene, potendosi scegliere, la configurazione di equilibrio pit agevole a discutersi sia
quella per 8 =00 60 = 7.

Configurazione (0, s) = <O, 1+ jg 5 ) . Il punto P e soggetto al proprio peso —mg é-
v Rw

ed alla forza elastica

g
~Rw?

k(A— P) = ymw?®[R sinfé; + R(s — cos0) é&] = fymwQR(l + - 1) éa = mgésy ,

mentre la forza centrifuga risulta nulla in quanto P giace sull’asse di rotazione Oy. Dall’e-
quazione cardinale dell’impulso si ha allora che la reazione vincolare ﬁp applicata in P
soddisfa )

0 = —mgéa +mgeéx +p

e quindi ’Jp = 0. Al semidisco sono applicate le forze peso —Mgéa, —mgés ed elastica
—k(A—P) = —mgés (in A). La forza centrifuga ha risultante nulla per il fatto che in questa
configurazione 'asse di rotazione Oy e asse di simmetria del semidisco, mentre il punto
materiale A si colloca sullo stesso asse di rotazione. L’equazione cardinale dell’impulso
applicata al sistema formato dal semidisco e dal punto materiale A porge percio

0 = —Mgeéez —2mgeés +@Zo

e da essa si deduce che ﬁo = (M + 2m)g és.

9
~Rw?
tati ricavati per la precedente configurazione, procedendo esattamente allo stesso modo.

Configurazione (6,s) = <7T, -1+ ) In questo caso si ottengono gli stessi risul-

Configurazione (0,s) = (0*,s*).  Sul punto P agiscono la forza peso —mgés e quella
elastica
k(A— P) = kR sinf0*é; + kR(s* — cos0*) éz
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oltre alla reazione vincolare ¥ p. L’equazione cardinale dell’impulso si scrive pertanto

g
~vyRw?

0 = ¥p —mgés + kR sin&*é1+kR<—)\+ +)\) By =
= 'QZP —mg és +ymw?R sin0*é; + mg és

e porge quindi
Yp = —ymw?R sin 6*é;

vettore ortogonale all’asse vincolare Oy. Al semidisco D sono applicate le forze peso
—Mgeés in G e —mgeéy in A, nonché la forza elastica

—k(A—P) = —kRsinf*é; — kR(s* —cos0*)éy =

éy = —ymw’R sin0*é; — mgé,

= —ymw?R sin0*é; — ymw?R J 5
vy Rw

e quella centrifuga totale

o 1 4R
EFj = / wzo drdy é; = Mw? — / rodxdyéy = Mw?(G —0)-é1 é; = Mw?>—— sin0*é,
D M D 37T

cui va sommata la forza centrifuga agente sul punto materiale A
Fv} = mwQ(A —0)-é1¢61 = mw?R sin6*é; ,

C

oltre alla reazione vincolare ﬁo in O. L’equazione cardinale dell’impulso si scrive
~ ~ 2 . * A ~ 4 2 s ko 2 s ko e
—Mgés —mgés—ymw”R sin 0% é; —mgeg+3— Mw”R sinf*é; +mw”R sinf*é;1 +9Yo = 0
7T
da cui segue

- 4M
Yo = (M +2m)gés + <’ym — 3—)w2R sin@*é; — mw?R sin0*é; =
s

4AM
= (M +2m)gés + [(fy —1)m — 3—}w2R sinf*é; .

Configurazione (0, s) = (—0*, s*). 11 calcolo ¢ identico a quello precedente, a meno
della sostituzione 68* — —60*, per cui ’espressione della reazione vincolare in P risulta

p = ymw?R sin 6*é;
e quella della reazione vincolare in O diviene

- AM
Yo = (M +2m)gés — [(fy —1)m — e w?R sinf*é; .
™
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Come ci si aspetta, considerato che le due configurazioni di equilibrio sono simmetriche
rispetto all’asse coordinato Oy, le componenti orizzontali delle reazioni vincolari risultano
opposte rispetto a quelle calcolate nella configurazione precedente.

(e) Configurazioni di equilibrio e relative proprieta di stabilita in presenza della
sollecitazione addizionale di resistenza idraulica applicata al punto P

Poiché P — O = —Rsé,, le componenti lagrangiane della sollecitazione F = —3 |P|P si
scrivono 9P
Dy = —B|P|P-— = —B|P|P-0 = 0
00
o OP . . . 3.
Ds = —(|P|P - 55 = —0B] — R$éa|(—Rséa) - (—Ré2) = —BR’|$|$

e la potenza della sollecitazione e
m = Do+ D, = —BR35|2 <0 V(0,s6,5) R,

per cui la sollecitazione puo essere classificata come dissipativa. Essa non ha tuttavia
natura completamente dissipativa, in quanto

T=0 — —BR%4$* =0 — §=0

ma non § = 0. I criteri di Barbasin e Krasovskii non sono dunque applicabili nella discus-
sione delle proprieta di stabilita.

Le configurazioni di equilibrio sono tutte e sole quelle determinate nel caso posizionale
conservativo, dal momento che (Dy, D,) = (0,0) per (8,3) = (0,0). I massimi relativi
propri del potenziale U rimangono stabili per il teorema di Lagrange-Dirichlet. Alle con-
figurazioni che non sono massimi relativi propri di U, e che come tali risultano riconoscibili
dall’esame della matrice hessiana, non ¢ direttamente applicabile il teorema di inversione
parziale di Lagrange-Dirichlet, causa la presenza della sollecitazione dissipativa (si ricorda
che l'inversione parziale di L.-D. vale nel caso posizionale conservativo). Nondimeno, &
facile convincersi che le configurazioni suddette sono instabili. A questo scopo basta os-
servare che 'introduzione della sollecitazione dissipativa porta a modificare le equazioni di
Lagrange nella forma

d <8£) oL d<8£) oL

—(=) - = = Dy = —(=2) — == = D, = —BR?|5|3
dt\ o0/ o6 o =0 dt\os) s BR7|s]s

che linearizzate nell’intorno di una qualsiasi soluzione statica si identificano con le cor-
rispondenti equazioni linearizzate del sistema posizionale conservativo

4oLy 0L, doky oL
dt \ 96 o0 dt \ 93 s
in conseguenza del fatto che il termine Dy = —3R3|53, di classe C*, & del secondo ordine

in $ e viene comunque rimosso dalla procedura di linearizzazione. Il teorema di stabilita
per linearizzazione applicato al primo o al secondo dei due sistemi di equazioni conduce
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esattamente alle stesse conclusioni, visto che le equazioni linearizzate intorno alla stessa
soluzione statica sono identiche. Ma [’analisi lineare di stabilita delle soluzioni statiche
per il sistema posizionale conservativo non € altro che il teorema di inversione parziale di
Lagrange-Dirichlet. Pertanto le configurazioni di equilibrio che non sono massimi relativi
propri del potenziale (riconoscibili mediante lo studio della matrice hessiana) e che risultano
instabili per il teorema di inversione parziale di L.-D. nel caso posizionale conservativo, si
mantengono tali anche in presenza della dissipazione, essendo questa ininfluente sull’analisi
lineare di stabilita.
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Osservazione. .

L’assunto che le reazioni vincolari esterne si riducano ad una Vp applicata in P e ad una
ﬁo agente sul centro O del semidisco é compatibile con la condizione dei vincoli ideali e
con le equazioni cardinali della dinamica?

Per un generico punto @ € D U {A}, poiche il disco D ed il punto materiale A ad esso
solidale ruotano attorno all’asse Oz, la velocita virtuale relativa ad Oxyz assume la forma

g = aésN(Q—-0) VaeR,
mentre per il punto P, vincolato a traslare lungo Oy, vale
vp = [Béy VBeER.

La potenza virtuale delle forze di reazione vincolare (interne ed esterne) applicate ai vari
punti del sistema si scrive pertanto, formalmente, come

M= Y a&sA(Q-0) dig+fBeéx vp =

QeDU{A}

— v fa- _ b b b — v éa - MY S )

= €3 Z (Q O)/\’QDQ—Fﬁez Yp = aeés MO + pBés-Yp
QeDU{A}

essendo M (1)/’ il momento risultante in O di tutte le reazioni vincolari applicate al sistema.
La condizione dei vincoli ideali diventa

aés MY+ Bé-p =0 Vo, eR,
che, data D'arbitrarieta dei coefficienti indipendenti o e (3, € equivalente ad assumere:
é3- M5 =0 e é-¢p =0

come si verifica immediatamente. Si osserva cosi come la condizione dei vincoli ideali non
richieda a priori che Mg = 0, ma soltanto che é3 - Mg = 0: potrebbe dunque non essere
corretto assumere che al semidisco sia applicata un’unica reazione vincolare esterna nel
punto O (il che implicherebbe, di necessita Mg =0).
All’equilibrio deve tuttavia aversi, per l’equazione cardinale del momento angolare di
D u{A}:

0 = M9+ My? + My + M5 + My + MY

dove i momenti in O delle forze peso agenti sul semidisco D e sul punto materiale A sono
rispettivamente dati da

M5¥ = (G=0)A(~Mgés)  My* = (A= O) A(~mgés)
mentre il momento della forza elastica applicata ad A si scrive
M = (A= O)ANk(P—A) = (A= O) A[~kR sinfé, — kR(s — cos ) é]
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e quindi, essendo k = ymw? e s — cosf = g/yw?R (in una qualsiasi configurazione di
equilibrio),
M4 = (A —O) A (—ymw?R sinfé, —mgéy) .

Il momento in O delle forze centrifughe su I si calcola direttamente dalla definizione,
individuando con P— O = x é; +y és un punto arbitrario del semidisco, di densita costante
o, ed integrando sull’intera superficie di questo:

Mgp":f = /D(:c é1+yéa) A é; w?zo dzdy .

Pit semplice ¢ il calcolo del momento per la forza centrifuga agente sul punto materiale A:
M4" = (A—0O) Amw?R sinfé, .
L’equazione cardinale del momento per D U {A} diventa allora, all’equilibrio,

0= (G-—0)A(=Mgés)+ (A—0)A(—mgés) + (A —O) A (—ymw?R sinf é&; — mgéz)+
+/(:cé1 +yéa) A &1 wiro dedy + (A — O) Amw?R sinf é; + Mg’
)

4
ossia, riconosciuto che G — O = 3—(A — 0) e raccolto il fattore comune A — O:
™

4M -
0=(A—0)A [—(3— +2m)gé2 — (v = 1)mw?R sin@él} - éng/wyadacdy—FMg :
n D

Se poi si introduce la relazione A—O = R(sinf é; —cosf és) e si osserva che — / xyo dxdy
D
e il prodotto d’inerzia L, del semidisco rispetto agli assi Oz-Oy, ’equazione diventa

4M -
0 = R(sinfé; —cosféz) A [— <3— +2m)g és— (y—1)mw?R sin@él} + Lyyw?és +Mg =
7T

4M )
= R[— <3— +2m)g sinf — (v — 1)mw?R sin 6 cos@} és + Lyyw?és +M5/’ _
0

4M 5
= —R sinf [(3— + 2m)g + (v — 1)mw?R cos@} é3 + Lwwaég + Mg’ .
0

La relazione cosl ottenuta si semplifica un poco grazie al fatto che L,, = 0, in quanto
Oxyz ¢ una terna principale (seppure non solidale) per il semidisco D, il quale ammette
Oz come asse giroscopico. Una ulteriore, drastica semplificazione si deduce ricordando
come per tutte le configurazioni di equilibrio determinate al punto (c) valga

4M
-R sin9[<§ + 2m)g + (v = )mw?R cosf| = —(y — 1)mw?R*sinf (—\ + cosf) = 0
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in modo che, all’equilibrio, I’equazione cardinale del momento angolare in O del sistema
rigido D U {A} si riduce semplicemente a

Mg =0.

In altre parole all’equilibrio 1’equazione cardinale del momento angolare implica che si
abbia MO — 0. E dunque lecito assumere che una sola reazione vincolare esterna agisca
sul semidisco nel punto O.

Qualora il sistema fosse in moto, in linea di principio dall’equazione cardinale del momento
angolare potrebbe seguire che M (1)/’ # 0 lungo il moto, nel qual caso il modello della reazione
vincolare singola in O non sarebbe pil accettabile, non potendo rendere conto del momento
risultante non nullo in O. Questa e precisamente la condizione che ricorre, verificabile
scrivendo esplicitamente l’equazione cardinale del momento angolare per D U { A} rispetto

Du{A}

al polo fisso O. Indicato con K il momento angolare in O del sistema rigido D U {A}

e con M Cor i1 momento rispetto allo stesso polo delle forze di Coriolis, si ha infatti:

d
ZKo T = (G- 0) A (~Mgéa) + (A= O) A (~mgéa) + (A — 0) Aymu?(P — A)+

+/(:cé1 +yéa) A é wiao dedy + (A — O) Amw?R sinf é; + MS® + MY =
D

= (A-0)A [—(% +m)gé2 + ymw?®[—R sinf é; + R(cos § — s) égH—F

+ Lyyw?és + (A — O) Amw?R sinf é; + M5 + MY, =

4M .
= (A-O)A |—(=—+m)géa— (y—1)mw*R sinf é; +ymw?R(cos O — s) é2 +MCOT+M¢
37 o)

dove A — O = R(sinfé; —cosféy) e

- MR? . . MR? .
K2 = 50+ (A-0)AmA = 0 65+
. MR? . . M .
+mR2(sin9é1—coseé2)/\(cos9é1+sin9é2)0 = 0és+mR20é; = <7+m)R29é3 .

Sostituendo nell’equazione cardinale, si perviene alla relazione:

M .
<7 + m)R29 és = R(sinfé; — cosf éa)A

4M —
A [—(’y — 1)mw2R sinfé; — <§ + m)gég + ’ymwQR(COSG —3) é2i| + Mcor + Mg =

4M -
= [— <3—+m) Rg sin 0+ymw?R?(cos —s) sin —(y—1)mw?R? sin @ cos 9} é3+MC°r+Mg.
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Il momento in O delle forze di Coriolis e costituito dalla somma di due contributi, I’'uno
dovuto al semidisco omogeneo e 'altro al punto materiale A. Indicato con P un punto
generico del semidisco, di coordinate cartesiane z, y, in modo che si abbia P — O =
x €1 + Yy éa, si ha per il contributo del semidisco 1’espressione seguente:

/(P —O)N{—2wés N [fés A (P — O)]}o dudy
D
che, sviluppando il doppio prodotto vettoriale entro parentesi graffe, diventa
—2w9/(P—O) A{ésés- (P—0)—(P—0)é-eé3}o dudy =
D

= —2w9/(P—O)/\é3é2~(P—O)adacdy = 2w9/é3A(P—O)ya drdy =
D D

. él €2 ég .
= 2w6/ 0 0 1 |yodxdy = 2w9/(—y é1+ xéa)yo dedy =
D| o y 0 D

~ ~

€1 = — wh éq .

. ./ MR2 MR?
— 200(—Lygé1 — Lyyés) = 2w9<— )

Il termine relativo al punto materiale A si deduce in modo analogo:

(A—O)A (—2mweés NA) = (A—O) A {—2mwés Afés A (A—O)]} =
= —2mwh (A—O)A[ésés- (A—0)—(A—0)éy-é3] =
= —2mwl(A—O)Néséy- (A—O) = —2mwd (A —O) Aés (—R cos) =
—  2mRwb cosf R(sinf é; — cosf éz) N és = 2mR2wo cosf (—sinf éy — cosféy) .

L’inserimento di queste espressioni nell’equazione cardinale del momento angolare per
D U {A} rispetto al polo O conduce a

<% + m)RQéég = [— <% + m)Rg sin @ + ymw?R%(cos @ — ) sin f—

2 . . -
wl &1 + 2mR2wh cos b (—sinféy — cosbér) + Mg.

—(y — 1)mw?R?sin 0 cos 9} €3 —
L’equazione ottenuta puo essere utilizzata in due modi:

(7) moltiplicando scalarmente per il versore é3 risulta Mg -3 = 0, e ’equazione residua
M . 4M
<7 + m) R0 = — <3— + m) Rgsinf — ymw?R?%s sin § + mw?R? sin 0 cos 6
7T
coincide con I’equazione di Lagrange gia determinata
d <8£) oc
dt \ 9o 00
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(1) risolvendo in Mg si deduce che il momento in O delle reazioni vincolari applicate a
D U {A} e dato dalla relazione:

g _ [d 9Ly 0oL, ) , o
My = [dt<aé) ae}es—# 5 wh é1 + 2mR=wl cos b (cos§ é1 +sinf é3)

MR? . .
= wl é1 + 2mR?wh cos b (cosBéy +sinfés) #0

come richiesto.

Si puo completare la discussione dell’esercizio ricavando 1’espressione della reazione vinco-
lare agente sul punto materiale P lungo un moto naturale qualsiasi del sistema.
L’equazione “cardinale” dell’impulso per il punto P si scrive

mP = —mgéy + ymw?(A — P) +¥p
ed equivale alla
—mREéy = —mgés +ymw?R sinf é; + ymw?R(s — cos f) é3 + Up .
Proiettando lungo és, essendo ’J p-és = 0 per la condizione di idealita dei vincoli, si deduce
—mR3 = —mg + ymw?Rs — ymw?R cos f
che a meno di un fattore R coincide con la seconda equazione di Lagrange
i(%) _9L .
dt \ 0s 0s
L’equazione cardinale si riduce allora a
1 [ d <8£) — %] o + fymwQR sinf é; + ﬁp

R

dt

0s
ossia .
0= fymwQR sinf é; + Yp

per cui

-

Yp = —ymw?R sinfé; .

Si osservi che I'equazione simbolica della dinamica risulta

Oéé3'[%EgU{A}—MgU{A}]+ﬁé2~[m]5—ﬁp} =0 Vo, €R

essendo M, (]I)D Y14 41 momento in O delle forze attive applicate al sistema D U{A} e R il

risultante delle forze attive agenti su P. Tale equazione equivale, per quanto detto, alla

seguente

d (0L oL 11d /oL oL

—N =)= -B=|l=|=)——=| =0 v R
a[dt<ae> ae} ﬁRldt(&é) as] e

e quindi alle due equazioni di Lagrange, come deve essere.
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