Scritto di meccanica razionale del 03.09.1999
Esercizio 1
Nel piano verticale Oxy di una terna inerziale Oxyz si considera un disco rigido di raggio
R e centro C libero di ruotare attorno all’asse Oz, che passa per il suo bordo. Il disco,
pesante, & sottoposto ad una forza Fy = —k[(A—O)-é3)%é,, (k > 0 costante) applicata nel
punto A del bordo diametralmente opposto ad O. La densita del disco in un suo generico
punto P risulta o(P) = m|P — C|?/7mR*. Assunto che il momento in O delle reazioni
vincolari abbia componente nulla lungo Oz, determinare:

(a) le equazioni del moto del sistema in termini dell’angolo 6 in figura;
(b) le condizioni iniziali per le quali si hanno moti periodici;

(¢) le condizioni iniziali corrispondenti a moti indefinitamente progressivi del sistema
sull’intera retta dei 0 reali;

(d) le configurazioni di equilibrio del sistema, analizzandone le proprieta di stabilita,
nell’ipotesi che in C' sia applicata 'ulteriore sollecitazione Fo = —3C, con § > 0
costante.

Esercizio 2

In una terna Oxyz, rotante con velocita angolare costante w attorno all’asse verticale Oy
rispetto ad un riferimento inerziale, si considera un sistema pesante costituito da un disco
circolare rigido omogeneo, di centro GG, raggio r e massa m, vincolato a rotolare su una
guida circolare fissa di centro O e raggio R > r. Durante il moto il disco si mantiene
nel piano Oxy. Un punto P assegnato sul bordo del disco & connesso all’origine O da
una molla ideale di costante elastica k > 0. Assunti i vincoli ideali ed introdotti come
parametri lagrangiani gli angoli ¢ e 6 in figura:

(a) individuare le configurazioni di equilibrio relative alla terna Oxyz ed analizzarne la
stabilita;

(b) scrivere le equazioni lagrangiane del moto del sistema, nell’ipotesi che al disco sia
applicata, oltre alle sollecitazioni gia descritte, una coppia di momento costante 3 €s;

(c¢) determinare ’espressione della reazione vincolare, agente sul disco nel suo punto di
contatto S con la guida, per un moto arbitrario del sistema;

(d) considerato un qualsiasi moto regolare del sistema, descritto dalle funzioni 6(t), ¢(t),
t € I intervallo reale, determinare la posizione del centro C' di rotazione istantanea
del disco quale funzione del tempo.

Soluzione dell’esercizio 1

(a) Equazione del moto

La condizione che il momento delle reazioni vincolari rispetto al polo O abbia componente
nulla lungo 1’asse di rotazione consente di scrivere I’equazione del moto del sistema come
proiezione lungo és dell’equazione cardinale del momento angolare in O:

Io.6 = [M8 + M5 - é3
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essendo Ip, il momento d’inerzia del disco rispetto all’asse Oz e Mg, MS i1 momenti

rispetto ad O della forza peso e della sollecitazione F'y rispettivamente. La massa totale
M del disco D si ricava integrando la densita o sull’intera superficie del disco stesso:

M= /DJ(P)dS

integrale che nelle coordinate polari (p, ¢) definite da P — C = p(cos ¢ é1 +sin ¢ é5) diventa

M= o(p,0) p dpde = —ip dpdé =
[0,R]s x[0,27] ¢ [0,R]s x[0,27]¢ T
m 3 m R m
= — d dp = — — 27 = —
7TR4 [O,R] IO IO \/[\07271.] (b 7TR4 4 T 2

Il momento in O della forza peso coincide con quello del peso totale applicato in C', che in
quanto centro di simmetria ¢ anche baricentro del disco,

- R
M§ = (C—0)A <—%gé2) = R(sinfé; — cosfés) A <—%gé2) = _mg sinfés .

Per la sollecitazione ﬁA risulta invece
My = (A= O)AN{—k[(A—0) - é)%e2} = —k2R(sinfé; — cosféa) A[(A—O) - és)%ey =

= —2kR[(A—O) - é)*sinflés = —2kR[—2Rcosf]*sinf éz = —8kR>cos®fsinf és

in modo che, tenuto conto del momento Mg in O delle reazioni vincolari e indicato con Ko
il momento angolare di D rispetto al polo O, I'equazione cardinale del momento angolare
per il disco si scrive

d g4 R —
—Kp = _mg sin 6 é3 — 8k R3cos%6 sin 6 é5 +M£

e la proiezione di questa lungo é3 diventa, in forza dell’ipotesi Mg -e3 =0,

és - %I?o = —ng sin @ — 8k R3cos?0sinf .

Quest’ultima equazione si riconduce alla forma standard introducendo 1’operatore d’inerzia
in O del disco, Lo, ed osservando che la velocita angolare del disco vale 6 és, per cui

d d a d . d d i

A._I_(’:_A.K :_A.L GA :—éA~L 2 :—éIZ:Ize
és- Ko = —(és-Ko) = - [és-Lo(0és)] = — 03 Lo(és)] = - (01o:) = Io
e dunque
. R
1o.0 = _mg sinf — 8k R3cos?Asin6 .



Si intende che la condizione Mg’ - é3 = 0 coincide con quella dei vincoli ideali, sicché allo
stesso risultato si puo pervenire per via lagrangiana, calcolando I’energia cinetica del disco

1 .
T - §[OZ92 ,

il potenziale della forza peso

R
mg cos b

Ug = —%g(—RcosG) =

e il contributo della sollecitazione ﬁA, che ha componente lagrangiana

A
= —k[(A—O)éQ]QéQ.‘Z—e = —4kR200520é2~%(2RSin9é1—2Rcos€é2) =

- 0A
Qo = FA‘%

= —4kR?*cos®6 é, - (2Rcosf é1 + 2Rsinf éy) = —8kR3cos’0sinf

e potenziale
8
Up = / Qpdf = gkRSCOSSG.

La lagrangiana del sistema si scrive quindi

L=T+U+Ux = I0.6% + =

R 8
cos 6 + §]€R300839
d (0L oL
e ’equazione di Lagrange T <%) ~ 20 = 0 coincide con I’equazione del moto gia deter-

minata.
Per completare la discussione delle equazioni del moto non rimane che calcolare esplicita-
mente il momento d’inerzia I, , facendo uso anzitutto del teorema di Hyughens-Steiner

mR2

m
[Oz - ER2+ICz - +[Cz

e determinando quindi il momento d’inerzia rispetto all’asse C'z con una integrazione in
coordinate polari, le stesse gia introdotte in precedenza,

m m RS mR?
Io, = / —p?p’ pdpdd = — — 21 = )
[0,27]9 X [0,27] ¢ TR TR* 6 3

In conclusione, si ha
mR?  mR? 5
Ip, = = —mR?
o) 5 + 3 5

e pertanto
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6

sinf — 8k R3cos?fsinf .




(b) Condizioni iniziali per le quali si hanno moti periodici
L’energia meccanica totale ¢ un integrale primo del sistema

H(9,0) = T() - U(0) = 5 mB* -

M cosf — gkRSCOSSG

dal momento che la lagrangiana ¢ indipendente da tempo. L’andamento qualitativo delle
soluzioni puo quindi essere determinato per mezzo della discussione di Weierstrass. I punti
critici dell’energia potenziale totale

W) = —U@) = — I

8
cosf — §]€R300839
sono le soluzioni dell’equazione

R
sinf + 8k R3cos?fsinf = sinf [% + 8kR3cos®0| = 0

vale a dire # = 0, 7. Dall’espressione della derivata seconda

R
W) = mg cos @ + 8kR3cos®0 — 16k R3sinf cos 6
si deduce che
W"(0) = %R +8kR3 > 0 Wo(r) = — "R s <

per cui § = 0 & un minimo relativo proprio dell’energia potenziale, mentre 6§ = 7 risulta
un massimo; i valori minimo e massimo di W sono rispettivamente

R 8
W) = 9T Opps W(r) = % + kR

Se ne conclude che le condizioni iniziali (fy,6) per le quali si hanno moti periodici sono
tutte e sole quelle che soddisfano la condizione

W(0) < H(6y,00) < W(n)

ossia
mgR 8

5 .
_mgit S, 53 _ 9 p242
5 3k’R <12mR90

mgR 8, 3 3 mgR 8 3
5 cos Oy 3k’Rcos Oy < 5 +3k'R.

(c) Condizioni iniziali per i moti indefinitamente progressivi

Dalla localizzazione dei punti critici dell’energia potenziale del sistema si deduce immedia-
tamente, per Weierstrass, che le condizioni iniziali corrispondenti ai moti indefinitamente
progressivi sull’intera retta dei 6 reali si hanno per

H(eo,éo) > W(ﬂ')
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a patto che 0o > 0, ed appartengono quindi tutte e soltanto all’insieme

) ) R )
{(90,90) e R? : H(by,60) > mg + ikRS by > o} .

(d) Configurazioni di equilibrio e loro proprieta di stabilita in presenza della
sollecitazione addizionale
La sollecitazione applicata nel centro C' del disco ha componente lagrangiana

- 0C 80_ ’

Dy = Fo- & = ¢ )9_—5}22

e potenza non positiva

7 = Dy = —BR%0> <0 .

Poiché 7 = 0 implica & = 0, la sollecitazione ha natura completamente dissipativa ed
e dunque lecito fare uso dei criteri di Barbasin-Krasovskii nell’analisi delle proprieta di
stabilita delle configurazioni di equilibrio, che non sono influenzate dalla presenza di questa
sollecitazione addizionale e che quindi si identificano con i punti critici del potenziale § =
0, 7, banalmente isolati. Si e gia stabilito che § = 0 costituisce un massimo relativo proprio
del potenziale, e risulta asintoticamente stabile per il criterio di Barbasin-Krasovskii; per
contro, la configurazione # = 7 € un minimo relativo proprio, instabile per B.-K..

Soluzione dell’esercizio 2

Se descritto nella terna di riferimento non inerziale Ozyz, il sistema e chiaramente a vincoli
indipendenti dal tempo e risulta soggetto soltanto a sollecitazioni posizionali conservative:
la forza peso agente sul disco, la forza di interazione elastica fra i punti P ed O, le sol-
lecitazioni centrifughe applicate all’intero disco. Si osservi che, al solito, le componenti
lagrangiane delle forze di Coriolis sono identicamente nulle in quanto il moto del disco
avviene in un piano passante per ’asse di rotazione Oy e fisso rispetto al riferimento
Oxyz.

(a) Configurazioni di equilibrio relative ad Ozyz e stabilita delle stesse

Il potenziale totale del sistema si ottiene sommando i potenziali relativi alle singole sol-
lecitazioni, con esclusione delle forze di Coriolis che, come gia osservato sopra, hanno
entrambe le componenti lagrangiane uguali a zero e non influiscono percio sul moto del
sistema. Il potenziale associato alle interazioni elastiche fra i punti P ed O si scrive imme-
diatamente usando ’espressione generale e sostituendo in essa i parametri lagrangiani 6 e

¢
k k
Ua = —§|P—O|2 = —5[(R—r)2+r2—2(R—r)r cos(m—@)| = —kr(R—r) cos ¢+costante .

Per il potenziale centrifugo si ha invece

w? w? 9 . 9 m 2.2
U = 7103, = 7[[gy+m(R—r) sin®0] = Sw (R — r)“sin“f + costante
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mentre il potenziale gravitazionale risulta
Ug = —mgéz-(G—0) = —mgéy- [(R—r)sinfé, — (R—r)cosfé;] = mg(R—r)cosb .
Omettendo le eventuali costanti additive inessenziali, il potenziale totale si riduce allora a

U@,p) = Uq+ Ut +U; = —kr(R—1r)cos ¢+ %wQ(R — r)?%sin?0 + mg(R — 1) cos 0

e le configurazioni di equilibrio del sistema si identificano tutte e soltanto con i punti critici
di tale potenziale.

L’individuazione delle configurazioni di equilibrio e I’analisi delle loro proprieta di stabilita
richiedono il calcolo delle derivate parziali prime:

Up = mw*(R —r)?sinfcos — mg(R — r)siné

Up = kr(R—r)sin¢

e delle derivate seconde:

Upp = mw?(R —r)*(cos?d — sin®h) — mg(R — r) cos §
= U¢9 =0
Upp = kr(R —r)cos ¢ .

S
>
|

Le configurazioni di equilibrio si deducono dal sistema di equazioni trigonometriche

- 9 1 _
{ sin 0 [cos& (R 1w 0
sing = 0

facilmente risolvibile grazie al fatto che le due equazioni sono disaccoppiate ed alla forma
fattorizzata della prima di esse. L’equazione sin ¢ = 0 implica

(b - O ) T )
mentre dalla prima equazione sin 6 [cos& — ﬁ} = 0 seguono le soluzioni
—rw
0 =0, m,

sempre definite, e

0 = +6°, 0% = arc cos[ﬁ} ;

definite e distinte dalle precedenti a condizione che si abbia



Le configurazioni di equilibrio del sistema sono pertanto tutte e soltanto quelle sottoelen-
cate:

(07 (b) = (070) ) (71—70) ) (‘9*70) ) <_0*70)
0,7, (m,m), @ 7)), (=0%,x).

L’hessiana del potenziale U in una generica configurazione (6, ¢) assume la forma diagonale

_ ( mw*(R — r)?(cos?0 — sin®0) — mg(R — ) cos 0 0
Hy(0,¢) = ( 0 kr(R —r)cos ¢

per cui 'analisi di stabilita non presenta particolari difficolta, essendo gli autovalori \; e

Ao di Hy (0, ¢) gia noti esplicitamente. Distinguiamo vari casi e sottocasi.

(1) Se ¢ =0, 'autovalore \y = kr(R—r) cos ¢ = kr(R—r) > 0 comporta 'instabilita della
configurazione di equilibrio in forza del teorema di inversione parziale di Lagrange-
Dirichlet. Pertanto:

(07 (b) = (07 O) ) <7T7 O) ) (6*7 O) ) (—9*, O)
sono tutte configurazioni di equilibrio instabili.
(11) Se ¢ = m, I’hessiana ha un autovalore Ay = kr(R —r)cos¢ = —kr(R—1) < 0 e le
proprieta di stabilita sono determinate dal segno dell’altro autovalore
M = mw?(R — r)?(cos?0 — sin?0) — mg(R — 1) cos b .
(1 — 1) Per 6 =0 si ha:

9

T R ——

in modo che:

— A1 < 0seesoltanto se g/(R—r)w? > 1, nel qual caso (6, ¢) = (0, 7) & un massimo
relativo proprio di U, stabile per Lagrange-Dirichlet;

— A1 > 0 se esolose g/(R—7r)w? <1, ed in questa ipotesi la configurazione risulta
instabile per 'inversione parziale di Lagrange-Dirichlet;

— A1 = 0 corrisponde ad un caso critico e ricorre per g/(R — r)w? = 1.

(15 — 2) Per 6 = 7 risulta
M= mw?(R—r)?+mg(R—7) >0

e se ne deduce l'instabilita della configurazione (6,¢) = (7, 7) per il teorema di
inversione parziale di Lagrange-Dirichlet.

7



(75 — 3) Se infine = 6*, —0*, vale:
A = mw?(R —r)?(2cos?0* — 1) — mg(R — r) cos 0* =
= mw?(R —7r)? [2 cos?f* — 1 — ﬁ cos 9*} =
= mw?(R —)? [2c0s’0* — 1+ cos?0*] = mw?(R —r)*(cos®6* —1) <0

in forza della condizione di esistenza delle soluzioni in esame. Le configurazioni
0,0) = (0*,m),(—0*,m), allorché definite, sono stabili per Lagrange-Dirichlet,
quali massimi relativi propri del potenziale.

(b) Equazioni lagrangiane del moto

Essendo il disco privo di punti fissi, I’espressione della sua energia cinetica si ricava per
mezzo del teorema di Konig, considerato che la posizione del baricentro G ¢ individuata da
G—0 = (R—r)(sinfé; —cos 6 é3) e che la velocita angolare del disco risulta & = (+¢) és,

) . 1 2, .
G4 T = TR = 1) + 57— (0 + §)°

T="2
2

dove T indica I'energia cinetica del moto — con asse fisso Gz — attorno al baricentro.
La lagrangiana £ = T + U del sistema si scrive allora:

. 2 . .
L = T(R —7)%0% + ﬂ((9 +¢)? —kr(R—r)cos ¢+ TwQ(R —7)%sin®0 + mg(R —r) cos §

2 4 2
e da essa seguono immediatamente le ovvie relazioni:

oL . 24 mr2 . . d /0L 9 m’r2 . mrQ .

% = mw?(R — r)?sinfcos§ — mg(R — r)sinf
oL mr? .. d oL mr? . mr? .
tad T R i R L S
0 =~ 2 0+9) dt<a¢) 2 1T
oL

— = kr(R—r)sing .

5 = k(R = r)sing

Per ricavare le equazioni di Lagrange basta ora determinare le componenti lagrangiane della
coppia di momento costante applicata al disco. A questo scopo, ragionando formalmente,
si ricorda che lo spostamento virtuale infinitesimo di un arbitrario punto A del disco D &
dato da

dA = 00és AN (G —0)+ (60 +0p)ésN(A—G) = dpésN(A—G)+00és N (A—O0O)

per cui I’espressione del lavoro virtuale infinitesimo di un qualsiasi sistema di sollecitazioni
attive {A, Fia}aep risulta

0L = dpés- Y (A—G)AFa+d0é3- > (A—O)AFy4.
AeD AeD



Nella fattispecie, al disco € applicata una coppia di momento costante (3 é3, indipendente
dalla scelta del polo — in quanto sistema di forze a risultante nullo. Conseguentemente,
I’espressione del lavoro virtuale diventa

SL = 6pés- (Bés)+ 005 (Bés) = Bop+ B0 = Qudd+ Qo0

e dunque le componenti lagrangiane della coppia di forze sono

Qo = p Qo =0 .

La sollecitazione ha natura posizionale conservativa, ammettendo il potenziale

Ucoppia = 6(9 + (b) .

Le equazioni di Lagrange si scrivono percio:

2 ..
¢ = mw*(R —r)?sinfcos§ — mg(R — r)sinf + 3

2 ..
(7 4 ]
2 2

2
%é—k %(b = kr(R—r)sing+ (.

(c) Espressione della reazione vincolare in S per un moto arbitrario
La reazione vincolare g agente sul disco in S durante un moto arbitrario del sistema si
ottiene applicando al disco stesso 1’equazione cardinale della quantita di moto, vale a dire

mG = —mgég + ﬁel + ﬁcf +ﬁCor +@ZS

e quindi . ) . . .
¢S - mG+mgé2_Fel_Fcf_FCor .

E sufficiente scrivere le espressioni esplicite per le varie sollecitazioni attive in termini dei
parametri lagrangiani e delle loro derivate prime rispetto al tempo. Per la sollecitazione
elastica applicata al disco in P si ha

Fo=-kP-0)=-k(P-G+G-0) =
= —k[rsin(f + ¢)é1 —rcos(f + ¢)éz + (R —r)sinf é; — (R — 1) cos 0 é]

mentre il risultante delle forze centrifughe agenti sul disco, di densita costante o, risulta

R 1
For = / wzo drdy é; = mw?— | zodxdyé, = mw?(G—0)-é1é; = mw?*(R—1r)sinfé;.
D m Jp

Il risultante delle forze di Coriolis viene ottenuto calcolando 1’espressione cartesiana della
sollecitazione sul generico punto A del disco, individuato da A — O = xé; + yéq, ed
integrando sull’intera superficie del disco stesso:

Foor = /(—2wé2)/\Aadwdy = —2w/é2A[éé3A(G—0)+(é+qb) EsN(A—Q)] o dzdy =
D D
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= —Zw/ég/\ [0é3 A (A—O)+¢és A(A—G)] odady .
D

In quest’ultima relazione si possono sviluppare i doppi prodotti vettoriali

Foo = —2w/{9[é3 62+(A=0)— (A=0) éy-és]+6[es 62-(A~G) ~ (A= G) éy-é5] | o dudy
D

e indicata con yg l'ordinata del baricentro G, scrivere

Feor = —2w/ [é3 Oy+és é(y—yg)} odrdy = —2w é3 [9/ Yo dxdy—k(b/(y—yg)a dacdy} =
D D D

= —2mwés (Byg + $0) = —2mwlyg és = 2mw(R —r)cos 00 és .

Poiché il baricentro & individuato da G — O = (R — r)(sinf é; — cosf és3), velocita ed
accelerazione di G relative alla terna Oxyz si deducono derivando successivamente rispetto
al tempo:

G = (R—7)(cosfé, +sinféy)d

G = (R—7)(cosfé, +sinféy)d + (R —r)(—sinfé; + cosh éy)6?

per cui la reazione vincolare agente sul disco in S assume la forma
s = m(R—r)(cos 00 —sinf6%) &, +m(R —r)(sin 6 + cos 0 6%) é; + mg éa+

+k[rsin(@+¢)+ (R—r)sin 6] é, —k[rcos(0+¢) + (R —r) cos ] é; —mw*(R—1)sin 0 é—
—2mw(R —r)cos 0 és

nella quale 0 puo essere eventualmente riespresso in termini di 6, ¢, 9,¢ per mezzo delle
equazioni di Lagrange.

(d) Centro di rotazione istantanea
Per un moto piano arbitrario, nota la velocita angolare istantanea & # 0 e la velocita allo
stesso istante di un punto assegnato A, la posizione del centro di rotazione istantanea C' &
individuata dalla ben nota espressione

Nella fattispecie conviene scegliere come punto A il baricentro G del disco per cui, tenendo
conto che & = (0 + ¢) é3,

0+ P éesnfesn(G-0)] b ot - B
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) 4
:éié{éséS'(G—O)—(G—O)éS'és}——m( - 0)
e dunque
C—O:C—G+G—O:—ﬁ(G—O)+G—O:ﬁ(G—O)

relazione che puo anche porsi nella forma piu esplicita

_ ¢
0+ ¢

(R—r)(sinféy —cosfés) .
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Osservazione

Equazioni cardinali ed equazioni lagrangiane.

Si vuole mostrare che le equazioni di Lagrange del sistema si possono identificare con le
proiezioni lungo é3 di due equazioni cardinali del disco scelte convenientemente.

La velocita virtuale di un arbitrario punto A del disco e data infatti dall’espressione

17,4:Oéég/\(G—O)—i—(Oé—i—ﬁ)ég/\(A—G) Va,3 € R

e se ’J 4 indica il risultante delle reazioni vincolari applicate allo stesso punto, la potenza
virtuale di dette reazioni rispetto alla velocita virtuale assegnata risulta

I =Y Tatha=aés Yy (A—O)ADa+Bes Y (A=G)Aa = aés-ME+pés MY

AecD AcD AcD

essendo Mg e Mg i momenti delle reazioni vincolari (esterne) rispetto ai poli O e G
rispettivamente. Nell’ipotesi di vincoli ideali deve aversi I =0V «, 3 € R e di conseguenza:

é3- My =0 és- MG =0.

Questo risultato suggerisce che le equazioni cardinali del momento angolare, relative ai
poli O e G rlspettlvamente debbano identificarsi con le equazioni lagrangiane del moto,
considerato che aés - M + Bés - Mg’ = 0, Va, 8 € R, e proprio I'equazione simbolica
della dinamica, dalla quale le equazioni lagrangiane si deducono. L’equazione cardinale
del momento angolare rispetto ad un generico polo B, comunque in moto, assume la ben
nota forma:

d -
%KO = —mB/\G—i—MB,

che contiene il momento in B delle sollecitazioni esterne attive e di reazione vincolare,
e che nella fattispecie ha interesse considerare per B coincidente con l'origine fissa della
terna di riferimento e per B = (G. Piu precisamente, con O fisso si ha

d -
—Ko = M,
o o

ed una espressione analoga vale nel caso di O = G

d -
—Kg = Mg .
PR G

L’equazione cardinale del disco rispetto al polo O ¢ data da
i 1/1 “rCor el e rcf “rcoppia

in cui il momento angolare del disco relativo alla terna Oxyz si esprime per mezzo del
teorema di Konig

. . . . 2 . .
Ko = (G—0)AmG + Lass(6 + ) é5 = (G—O)Am0+%<e+¢)ég
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essendo L. il momento d’inerzia del disco rispetto all’asse Gz e
(G=0)AmMG = (G=0)A[mb ésA(G—0)] = mh [é3 (G—0)-(G—0)—(G—-0) é3-(G-0)] =
= mbé3|G— 0> = m(R—r)*0e; .

Il momento in O delle forze di Coriolis si deduce per mezzo della definizione, individuando
con A — O = xé; + yeés la posizione di un punto arbitrario A del disco omogeneo, ed
integrando sull’intera superficie di questo. Si ha cosi:

M§o" = /D(A—O)/\(—2wé2/\A)adacdy =
= /(A—O)A[—QWéQA(G+(é+q5)é3A(A—G))}adxdy =
= —2w/(A—O)/\{é2/\ [0és A (G—0)+ 0+ ¢)ésA(A—G)|}odady =

_ —2w/(A—O)/\{é2/\ [Gés A (A—0)+désn(A—G)]}odedy =
D
= 2w / (A—O)A\{0é3 é2-(A—0)—(A—0) é3-E2+¢é3 é2-(A—G)—(A—G)d €362 }o dady =
D

_ —2w/(A—O)/\{éégég~(A—O)+<15é3é2~(A—G)}adxdy _
D

_ —2w/(A—O)/\é3 66 (A—O) +dés - (A—G)odady .
D

Posto
A—G =¢€e1+né e G—-0 =zgé1+ygés,

nelle nuove variabili £, n I'integrale ¢ esteso al disco Dy di raggio r e centro (§,n) = (0,0),
e la relazione precedente diventa

M§™ = —2w/ (€ +26)é1 + (n+ya)é) Aésld (n+ya) + dnlodedn =
Do
— o / (€ +26) 62+ (7 + ya) 1] [(8 + &) n + Byclo dédn =

= —Zw/D [~ (0 + §)(€ +za)nés — Oyc(& +2g)éx + (0 + d)n(n +ya) é1+

2
. . . . . .omre . .
+ Bya(n + ya) é1]odédn = —2w [—GyGme éa + (0 + cb)T é1 + 0yim 61} =

. 2 . . .
= —2w [m(R —r)?sinfcosf 6 éy + %(9 + @) é1 +m(R —r)*cos?0 6 él} .
Il momento della forza elastica applicata al punto P risulta identicamente nullo

MY = (P-O)A|[—k(P-0)] =0
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mentre quello delle forze peso si scrive
Mg = (G-O)N(—mgé3) = (R—r)(sinf é;—cosféx)\(—mg é2) = —mg(R—r)sinfés .

Per il momento delle forze centrifughe vale invece la relazione

Mg = /(:cél +yéo) ANw?xéy odady = —wQég/wyadﬁcdy = W Lyyés
D D

dove il prodotto d’inerzia L., si calcola esplicitamente come

- / wyo dedy = / (26 + )y +n)o dedy = — / (zoye + e + yat +En)o dedn =
D Do Do

= —magyc = —m(R —r)sinf[—(R —r)cosf] = m(R —r)*sinfcos .

Per il momento della coppia applicata al disco, indipendente dalla scelta del polo, risulta
infine

rcoppia ~
MO = ﬁeg .

L’equazione cardinale del disco in O diviene allora

d - mr? . . -
%[m(R—r)QGeg—FT(@—F(b)eg = Mg—
2

— 2w [m(R —7)%sinfcosfhéy + %(9 +¢)é1 +m(R —r)cos®00é; |+
+0—mg(R—r)sinféz +m(R —r)*w?sinfcosf é3 + 3 é3

ossia

[m(R — )20+ mTrQ(e + ¢)} é3 = —mg(R—r)sinfés +m(R —r)?w?sinf cosféz + 3é3—

. 2 . . . —
—2w [m(R —7r)?sinfcosf6éy + %(0 +¢)ér + m(R — T)QCOSQGQél} + Mg .

Percio
2 . m’r’Q . . R . 2 2 . R
[m(R —1r)°0 + 7(0 + qﬁ)} és = [-mg(R—r)sind + m(R — r)’w?sinf cos 0 + 3] é3—

2

—2w [(%(9 +¢)+m(R— r)2008299) é1 +m(R —r)? sin@cos@éég} + Mg’

e proiettando lungo é3
95 mrQ . . 9 9 .
m(R—7r)"0 + 7(0 + ¢) = —mg(R —r)sinf + mw*(R — r)“sinf cos + (3
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%)% -

L’equazione cardinale del momento del disco rispetto al polo mobile G risulta

d
che coincide con I’equazione di Lagrange — 7 <

d -
Ko = ME + MG + Mg + Mg + Mg + Mg™™ .

Il momento angolare in G del disco ¢ dato dall’espressione

mr2

Ko = La..(0+¢)és = — 0+ ¢)és

dove L¢g,, e (9 + q§) é3 sono rispettivamente il momento d’inerzia rispetto all’asse Gz e la
velocita angolare istantanea relativa ad Oxyz del disco stesso. Per il momento in G delle
forze di Coriolis si ha la relazione, analoga a quella gia calcolata rispetto al polo fisso O,

MSo" = /(A—G)/\(—2wé2/\A)adacdy
)

dalla quale si deduce, scritta la velocita di un punto A € D come A=0é5N (G—-0)+
(0 + @) és N (A — G) e applicata la solita identita per il doppio prodotto vettoriale,

NSer — _2W/D(A CG) N5 [BEr- (A—O)+dés- (A—G)] odudy .
Con il cambiamento di variabili (z,y) = (za, ya) + (§,1) nell’integrale, si ottiene poi
Mg = —2w [ (€ertnea) Aeald (n+ ye) + bl dedn =
0
— <2 [ (~geatnen) [0+ ve) + bl o dédn =
0

_ _2W/D (—€éa+né1) [(6+ &) n + byc] o dedn

ed infine
- Cor mr? mr?
ME™ = —2w | (0 + @)n*é10dedny = —2w(9+¢)T61 = —Tw(e—ﬂb)
Do

Il momento della sollecitazione elastica agente sul disco in P si scrive nella forma
Mg = (P-G)N][-Kk(P-0)] = (O-G)AN[-k(P—-0)] = k(G-=0O)N(P—-0) =
=k(G-—O)N(P—G)=Fk(R—r)(sinfé; —coslé) A[rsin(fd + ¢)é; — rcos(f + ¢) éa] =

= k(R—r) [—rsinfcos(d + ¢) + rcosfsin(f + ¢)] é5 = kr(R —r)sinpés ,
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mentre quello delle forze peso, sistema equivalente a quello del solo peso totale applicato
nel baricentro G, € nullo:

Mg = (G —G)A(—mgés) = 0N (—mgéa) = 0.

Il momento delle forze centrifughe si determina con la solita integrazione nelle variabili
(€,7m) e risulta proporzionale al prodotto d’inerzia Ly, del disco relativo agli assi Gz-Gy:

MY = / (Eé1+mnéx) Nwéyodédn = —w?e3 | Enodédn = w?Laryés = 0 .
DO DO
Tenuto poi conto che il momento d’inerzia della coppia agente su D ¢ indipendente dalla
scelta del polo e che percid vale sempre Mg PP"* =  é3, equazione cardinale in G del disco
si riduce a

d 2 A o 2 . .
E[ﬁ(e_}_(b)ég :Mé{’—mw(ejtqb)él+k’r(R—7“)Sin¢é3+5é3

2 2
e quindi alla forma equivalente

mr? .. mr?

7(0+<5)é3 = M}, — Tw(e'+<b)é1 +kr(R—r)singés + fés .

La proiezione lungo é3 conduce all’equazione

mr? .

(0 +¢) = kr(R—r)sing + 3

oL oL
i(@)‘@zo

identificabile con ’equazione di Lagrange —

Osservazione

Modi e frequenze normali delle piccole oscillazioni nell’intorno di una configurazione di
equilibrio stabile per 6 = 0.

L’energia cinetica del sistema, a vincoli indipendenti dal tempo, ¢ una forma quadratica
definita positiva delle velocita lagrangiane 9, <b e puo essere espressa facilmente in forma
matriciale:

9 2 2
(R=1)20% + 0+ 6)2] = 5 |(R—r)20* + 502 + 9% +1%69| =

o ("5 TR) (1) -200a(2).

La matrice A dell’energia cinetica e costante, dunque indipendente dalla configurazione
di equilibrio prescelta per il calcolo dei modi normali di oscillazione. Per I’hessiana del
potenziale in (6, ¢) si ha invece I'espressione

_ ( mw*(R — r)?(cos?0 — sin®0) — mg(R — ) cos 0 0
Hy(0,¢) = ( 0 kr(R —r)cos ¢

="
2
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matrice che varia chiaramente in relazione alla scelta della configurazione di equilibrio
nell’intorno della quale si vogliono caratterizzare le piccole oscillazioni.

Per semplicita si svolgera 1’analisi relativamente alla configurazione di equilibrio (6, ¢) =
(0, 7), stabile per mw?(R —r)? —mg(R —r) < 0. In questo caso ’hessiana del potenziale
si riduce a

mw?(R—7)2 —mg(R—r 0
Hy(0,7) = ( ( )0 o ) —k'r(R—r))

in modo che la lagrangiana ridotta, necessaria a ricavare ’equazione delle piccole oscil-
lazioni nell’intorno di (0, ¢) = (0,7), diventa

1 1 0
Lpo = §nTAn+ 5?7THU(077T)?7, n= (¢—7T) '

L’equazione delle piccole oscillazioni e allora, in forma matriciale,
Aij — Hy (0,7)y = 0

e di essa si ricercano soluzioni della forma n = acos(2t), con a € R?\ {(0,0)} costante e
Q> 0. Si e cosi ricondotti al problema agli autovalori

[Q?A+ Hy(0,m))a =0, a#0,
equivalente alla richiesta che 2 soddisfi la condizione
det[2A + Hy (0,7)] = 0 .

Nella fattispecie, ’equazione precedente risulta

sz((Rr)2+7j r2/2>+(mw2(R—r)2—mg(R—r) 0 )] _ 0

det
22 /2 0 —kr(R—r)

e puo anche scriversi come

2 w2 (R —r
mr202 2(5_1) +1 1 ( )—1 0
det r +mg(R—1) g =0
2 kr
1 1 0 -
mg
ovVVero
2 w2(R —r
r20)2 2(5—1) +1 1 ( )—1 0
det B R r —+ g k-r =0
g( _T) 1 1 0 v
mg



Posto per brevita r2Q?/2g(R —r) = > 0, si ha

2 wW2(R —r
2(5—1) +1 1 B
det | r + g . =0
1 1 0 -
mg
ossia R ) 2R
Wp(T ) ] - ()
det " g k =0
"
2 W=
mg
e quindi
2 2(p _ 2 2(R —
2<5_1) Mz_u{l_w+ﬂ[2<5_l) +1}}+ﬂ<1_w) _ 0.
r 9 mgl \r mg 9

Il discriminante A dell’equazione caratteristica in p ottenuta soddisfa

A = <1_M)2+<ﬁ)2[2<5_1)2+1r+2<1_m>ﬂ [2(5—1)2“}—

g mg r g mg r
2(p _ 2 2(R —
41— M)ﬂwﬁ_l) w1] +4(1- M)ﬂ _
g mg r g mg
2/ 2 2 2(R —
_ {1_M_ﬂ[2<5_1) 1)) +4<1_M)ﬂ >0
g mg r g mg
e
2(p _ 2 2
A < {1_M+ﬂ[2<5_1) 1)
g mg r
per cui le radici pu; e pus — p1 > pe — dell’equazione caratteristica sono reali, positive

e distinte. In conclusione, le pulsazioni normali delle piccole oscillazioni nell’intorno della
configurazione di equilibrio stabile (6, ¢) = (0, ) si scrivono:

= 8= 92:,/29(};7;7“),@.

I corrispondenti modi normali di oscillazione si esprimono nella forma

(qb(f)(tlw) (@)cosmt) VieR, i=12,

con le componenti costanti «;, 3;, ¢ = 1, 2, scelte in modo da soddisfare per («;, ;) # (0,0)
I’equazione agli autovalori

(E ] () w0

L Wi — — Bi 0
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e quindi in particolare

kr
Oéz'uz'-i-ﬁz'(ui - —) =0.
mg

Le soluzioni generali di quest’ultima equazione possono porsi nella forma

% b
:<,uz mg)f ’ fER\{O},
Bi Hi

con i = 1,2. Si osservi che

L g mg r _ﬂ:
o (- "
:1—”2(}2_T) %[-2(%—1)2+1}+\/ﬁ
(1)
>1—”<}2_T)—Z—Z[Q(§—1)2+1}+\/ﬁ>
i)
I R
R \2 =
(1)
Inoltre 2(R ) y P ,
B e L G
! 4(5-1)
B
AL I T R

espressione il cui denominatore ¢ positivo in quanto
2(R - k R 2 2(R - k R 2
) I P/ S NI Y CL ) R (R
g mg r g mg r
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2 _ 2 2 _ 2

>1_M_ﬂ[2<5_1) +1H1—M—ﬂ[2(5—1) e
g mg r

mentre per il numeratore vale

(-0 ()]s

- (- B R

9 mg r 9 mg r

a1 M)ﬂ

g mg
2 . 2 2 2 _
_ 2{1_M_22<5_1) }£_4<1_M)ﬂ _
g mg \r mg g mg
kr\2/R 2
- () (R <o,
mg T
in modo che risulta
kr
o — — < 0.
mg

r
I risultati ottenuti sul segno di u; — —, ¢ = 1,2, consentono di concludere che:
mg

(7) nel modo normale di pulsazione massima {2y le coordinate lagrangiane variano sinu-

soidalmente in opposizione di fase attorno ai loro valori di equilibrio, in quanto

kr
w1 — —— > 0, mentre —p; < 0;
mg

(73) nel modo normale di pulsazione minima 9 le coordinate lagrangiane oscillano si-
nusoidalmente in fase attorno ai rispettivi valori di equilibrio, in virtu delle dise-

k
guaglianze pg — o <0e—p2 <O0.
mg

[’andamento qualitativo del modo normale di oscillazione corrispondente ad €2; ¢ illustrato
nella figura seguente, che mostra le configurazioni assunte dal sistema durante il moto ad un
semiperiodo 7/ 'una dall’altra (le ampiezze delle oscillazioni sono volutamente esagerate
per maggiore chiarezza):

4 4
Yy Yy
O _ O _
0=>0 X 6<0 X
P
P ¢<O ¢>O
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Per il modo normale di oscillazione relativo alla pulsazione piu bassa, (2o, il moto oscilla-

torio del sistema e invece descritto nella figura sotto riportata, con le stesse convenzioni
della precedente:

A A
y y
O _ O N
>0 P X P <0 X
$>0 <0
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